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1 Vorwort

Scheinbar besteht die uns umgebende Natur und auch wir selber aus
Atomen mit einem zentralen Kern und einer Hiille aus Elektronen,
die iiber elektrische Kréfte (oder Photonen) aneinander gebunden
sind. Die Kerne wiederum bestehen aus Protonen und Neutronen,
aus deren Zahl sich im Wesentlichen die Masse der Atome, ihre
elektrische Ladung und die Chemie der Atome ergibt.

Dieses Weltbild ist sicher zu naiv und so nicht richtig. Beginnend
in den 1930er Jahren hat sich zunéchst durch experimentelle Ent-
deckungen in der Hohenstrahlung, spéter vor allem an hochenerge-
tischen Teilchenbeschleunigern und zunehmend durch theoretische
Erkenntnisse ein Weltbild entwickelt, das sich heute das Standard-
Modell der Teilchenphysik nennt. Zu diesen Entdeckungen gehort
die Anti-Materie (1932), die Entdeckung von insgesamt 12 funda-
mentalen Teilchen, die dhnliche Eigenschaften wie das Elektron ha-
ben, sowie von iiber hundert weiteren Teilchen, die &hnlich wie Pro-
ton und Neutron als gebundene Zustinde von sogenannten Quarks
interpretiert werden kénnen. Aus diesen Beobachtungen wurde zu-
néchst theoretisch gefolgert, dass die Photonen nur die einfachste
Spielart eines allgemeineren Konzepts sind, das auf Symmetrien
der Natur beruht, und mit dem zuséatzlich zur elektromagnetischen
Kraft auch zwei weitere Naturkréfte formuliert werden konnen, die-
se sogenannte “schwache” und die “starke” Kraft. Obwohl sie theo-
retisch sehr dhnlich wie der Elektromagnetismus formuliert werden
besitzen sie jedoch auch fundamental andere Eigenschaften. Die
schwache Kraft erlaubt Umformungen verschiedener Teilchensorten
ineinander, und die starke Kraft bindet die Quarks zu Protonen und
Neutronen und diese wiederum zu Atomkernen.

Zu den fundamentalen Erkenntnissen gehort es, dass das Kon-
zept der Symmetrien Vorhersagen von Naturgesetzen erlaubt und
Beziehungen zwischen den Zahlenwerten von ansonsten scheinbar
unabhéngigen Naturkonstanten erfordert. Viele der daraus resultie-
renden Vorhersagen wurden spéater experimentell bestétigt, zuletzt
die Vorhersage des Higgs-Teilchens durch seine Entdeckung im Jahr
2012.

Das Standard-Modell ist allerdings in seiner derzeitigen Form
nicht in der Lage vorherzusagen oder zu erkléaren, wie sich das Uni-
versum aus der heifen Phase nach dem Urknall in seinen jetzigen
Zustand entwickelt hat. Hierzu fehlen entscheidende Komponenten
wie das Fehlen von Anti-Materie sowie die Existenz grofer Mengen
dunkler Materie und méglicher dunkler Energie. Erklarungen hier-
fiir erfordern die Verletzung von Symmetrien (CP-Verletzung) oder
neue, bisher unbekannte Symmetrien und erhaltene Quantenzah-
len, moglicherweise aber auch Effekte durch die Gravitation, die
als einzige Naturkraft bisher nicht ins Standard-Modell inkorpo-
riert werden konnte. Es liegt nahe, dass diese Effekte Erweiterungen



des Standard-Modells in Energiebereichen oberhalb der jetzigen im
Labor erreichten Energien erfordern. Das Standard-Modell ist da-
her als Approximation an eine allgemeinere Theorie zu verstehen,
die aber bereits ausreichend genau ist, um experimentelle Beobach-
tungen im Rahmen ihrer jetzigen Prazision und bei ihren jetzigen
Energien voherzusagen.

Im Folgenden wird dieses Standard-Modell der Teilchenphysik -
Stand 2016 - beschrieben sowie einige der Experimente, die zu seiner
Entwicklung gefithrt haben. Die Kernphysik wird als Phénomen der
starken Wechselwirkung eingefiihrt. Abschliefsend werden kosmo-
logische Beobachtungen und Erweiterungen des Standard-Modells
andiskutiert.

Auf eine historische Einfithrung in die Entwicklung der Teilchen-
physik wird hier verzichtet. Einen Eindruck kann man jedoch an-
hand der Liste der Nobelpreise fiir dieses Thema gewinnen.

Inhaltsverzeichnis
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2.1 Bausteine der Materie

Die Natur bei kleinen Langenskalen wird gepriagt durch

Elektronen, u-Quarks und d-Quarks. Diese Teilchen sind ver-
mutlich elementar und punktférmig, d.h. sie haben keine in-
nere Ausdehnung. Sicher ist, dass ihr Radius sehr klein ist,

R<10™m

u- und d-Quarks bilden gebundene Systeme, unter anderem

Proton p =wuud (2.1)

Neutron n =udd
deren Masse ~ 1 GeV/c? und Radius »~ 1fm = 1071 m betrégt.

Protonen und Neutronen bilden die Kerne der Atome. Volu-
men, Masse und Ladung der Kerne ergeben sich im Wesentli-
chen aus der Anzahl der beteiligten Protonen und Neutronen.
Die Protonen stoften sich elektrisch ab. Die Bindung der Ker-
ne muss daher durch eine neue Kraft entstehen, der Starken
Wechselwirkung.

Neutrale Atome sind gebundene Systeme aus einem Kern mit
einer entsprechenden Anzahl von Elektronen in einer &ufse-
ren Hiille. Eigenschaften wie z.B. der Radius der Hiille von
typisch 1071 m kénnen durch elektromagnetische Wechsel-
wirkung und Quanteneffekte erklart werden.

Aus den Eigenschaften der Atome folgen auch die Eigenschaf-
ten der Molekiile und Festkérpern sowie der chemischen Bin-
dungen.

Aus diesen Zusammenhéingen zwischen den elementaren Quanten
(e,u,d) und den daraus zusammengesetzten, zunehmend komplexe-
ren Strukturen leitet sich das Ziel der Teilchenphysik ab:

2.1 Bausteine der Materie

s 0,0l m
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2.2 FElementare Teilchen

e Ziel der Teilchenphysik ist es, alle Naturgesetze und Teilchen
durch wenige fundamentale Prinzipien und Naturgesetze zu
erkléren.

e Ziel der Kernphysik ist es, aus den Eigenschaften der Proto-
nen und Neutronen die Eigenschaften der Atomkerne abzu-
leiten, und umgekehrt.

2.2 Elementare Teilchen

Experimentell findet man, dass es aufser den Elektronen, u- und
d-Quarks viele weitere Teilchen gibt. Inzwischen weiss man aber,
dass die allermeisten dieser Teilchen nicht elementar sind, sondern
dhnlich dem Proton aus Quarks aufgebaut sind.

Nach bisherigen Kenntnissen elementar sind tatsidchlich nur die
folgenden 17 Teilchen (siehe Tabellen 2.1,2.2):

Leptonen

~
tt

Die Fermionen: Sie lassen sich in jeweils drei Generationen von
Leptonen und Quarks einteilen.

Quarks

@‘@f-\]\F

QLS| D
» Ox

e Leptonen e, pu, 7 : Zusétzlich zum Elektron gibt es mit dem
Myon (p) und dem Tau (7) zwei weitere geladene Teilchen,
die zwar viel schwerer sind, aber ansonsten praktisch die glei-
chen Eigenschaften haben (elementar, Spin 1/2, el. Ladung
—e, gleiche schwache Wechselwirkung).

e Leptonen v,,v,, v; : Zu jedem geladenen Lepton gibt es ein
weiteres neutrales Teilchen (Neutrino). Neutrinos haben eine
sehr viel kleinere Masse, aber ansonsten dhnliche Eigenschaf-
ten (elementar, Spin 1/2; gleiche schwache Wechselwirkung).

e Quarks u,d,c,s,t,b : Parallel zu den sechs Leptonen gibt es
auch sechs Quarks. Diese tragen elektrische Ladung:

u,c,t: +
d,s,b: -

e (2.3)
(2.4)

Wl Wi

Sie sind ebenfalls elementar und haben Spin 1/2. Zusétzlich
tritt jedes Quark in drei verschiedenen Variationen auf, den
drei “Farben” (rot, griin und blau). Die Farben entsprechen
den “Ladungen” der starken Wechselwirkung. Durch diese drei
weiteren Ladungen ziehen sich Quarks gegenseitig an und bil-
den daher stark gebundene Systeme, die Hadronen.

Anti-Materie e Anti-Teilchen: Zu jedem Lepton und Quark gibt es ein Anti-
Teilchen. Es hat jeweils genau die gleiche Masse und Spin,
aber entgegengesetzte Ladung und bei den Quarks auch ent-
gegengesetzte Farbe (anti-rot, anti-griin, anti-blau).
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Name Masse  Ladung Farbe
(GeV) (e)
Spin 0
H Higgs 125,09 0 -
Spin 1/2
neutrale Leptonen
Ve e-Neutrino < 107 0 -
Yy pu-Neutrino < 107 0 -
v, 7-Neutrino < 1079 0 -
geladene Leptonen
e Elektron 0,000511 -1 -
Myon 0,106 -1 -
T Tau 1,777 -1 -
up-artige Quarks
up-Quark 0,0022 +2/3 ja
charm-Quark 1,27 +2/3 ja
t top-Quark 173 +2/3 ja
down-artige Quarks
d down-Quark 0,0047 -1/3 ja
s strange-Quark 0,096 -1/3 ja
b bottom-Quark 4,18 -1/3 ja
Spin 1
Eich-Bosonen
vy Photon 0 0 -
We W-Boson 80,385 +1 -
Z0 Z-Boson 91,1876 0 -
g Gluon 0 0 ja

Tabelle 2.1 Tabelle der 17 fundamentalen Quanten des Standard-
Modells sortiert nach ihrem Spin. Gelistet ist aukerem die Masse (in
GeV), die elektrische Ladung in Einheiten der Elementarladung und ob
die Teilchen beziiglich der starken Wechselwirkung Farbe tragen. Nicht
gezeigt ist das hypotetische Graviton mit Spin 2, dass das Austausch-
quant der Gravitation sein wiirde.

2.2 FElementare Teilchen
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2.3 Experimentelle Methoden

linkshindige Doubletts

Lepton-Generationen Quark-Generationen I3
() Ce) () () () 6 2
er, Lr TI dr, Sy, br, -1/2
rechtshindige Singletts

Lepton-Generationen Quark-Generationen I3
VeRs €Rs  VuR, MR; ViR, TR, ugr, dr, Cgr, Sr, tgr, brp 0

12

Tabelle 2.2 Tabelle der Spin 1/2 Fermionen des Standard-Modells,
sortiert in die jeweils drei Generationen der Leptonen und der Quarks.
Der schwache Isospin (dritte Komponente I3) entspricht der Ladung der
schwachen Wechselwirkung. Nur linkshéndige Teilchen (Index L) tragen
schwachen Isospin, rechtshandige Teilchen (Index R) dagegen nicht.

Die Eich-Bosonen: Hierzu gehoren das masselose Photon (7), das
masselose Gluon (g) und die schweren Z°- und W+* - Bosonen. Sie
haben alle Spin-1. Der Name Eichboson stammt aus dem Konzept
der Eichtheorien, mit denen die Kréfte (Wechselwirkungen) in der
Natur und ihre Existenz vorhergesagt werden kénnen.

Das Higgs-Boson: Es hat als einziges Teilchen Spin-0.

Die Bosonen sind unmittelbar mit den Kréften in der Natur ver-
bunden, siehe Kapitel 2.4

2.3 Experimentelle Methoden

Die sehr kleinen Léngenskalen (< 1 fm) lassen sich nach der Un-
schérferelation der Quantenmechanik nur mit sehr hohen Teilchen-
impulsen untersuchen,

AP, -Az>h (2.5)

Méchte man also z.B. mit einem Elektron ein Streuexperiment aus-
fithren, um die innere Struktur des Protons (Az ~ 1fm) zu untersu-
chen, so braucht man mindestens Elektronimpulse der Grofenord-
nung

h

AP, >
1fm

>200MeV/c (2.6)
Ein Vergleich zur Elektronmasse von m, = 0,511 MeV/c? zeigt, dass
das Elektron hoch-relativistisch sein muss. Die Analyse von Prozes-
sen in der Teilchenphysik und zumeist auch der Kernphysik miissen
daher immer auf Basis relativistischer Kinematik und relativisti-
scher Quantenmechanik durchgefiihrt werden.



Astro-Teilchenphysik: In der Natur lassen sich hochenergetische
Teilchen in der kosmischen Strahlung (Hohenstrahlung) beobach-
ten. Diese besteht hauptséchlich aus Protonen und Elektronen, die
in Supernova-Explosionen beschleunigt werden und extrem hohe
Energien erreichen kénnen. Abb. 2.2 zeigt, dass in Reaktionen die-
ser Teilchen mit den Teilchen in der Atmosphére zahlreiche weitere
Teilchen neu entstehen und selbst auf der Erde noch nachgewiesen
werden konnen. Bis Ende der 1930er Jahre wurden so auch Teil-
chen entdeckt, die auf der Erde bis dahin unbekannt waren. Hierzu
gehoren Anti-Elektronen, Myonen und Pionen. Die Rate hochener-
getischer Teilchen ist allerdings sehr gering. Die héchsten beobach-
teten Energien betragen ca 102°eV. Der Fluss von Muonen aus der
kosmischen Strahlung auf der Erde betrigt etwa 100 s~1m=2.

Kernreaktionen sind dagegen fiir das Brennen der Sonne verant-
wortlich. So entsteht bei der Umwandlung von Protonen und Elek-
tronen in Neutronen und Neutrinos ein Neutrinofluss von 1013 s~1m-
Ein noch viel groferer Neutrinofluss entsteht, wenn ein Stern in
einer Supernova explodiert. Trotz der grofsen Entfernung konnten
solche Neutrinos experimentell nachgewiesen werden.

Kosmologie Sehr bedeutsam fiir die Teilchenphysik ist die Uber-
legung, dass unmittelbar nach dem Urknall sehr hohe Temperatu-
ren (Energien) und Dichten vorgelegen haben miissen. Zu dieser
Zeit muss es also ein thermodynamisches Gleichgewicht zwischen
allen Teilchensorten gegeben haben, deren Massen kleiner als die
typischen Energien der jeweiligen Teilchen sind. Die Quantenphy-
sik der Teilchen ist damit auch verantwortlich dafiir, wie sich aus
diesem Zustand das jetzige Universum mit Galaxien, Sternen und
chemischen Elementen gebildet hat. Viele dieser Phdnomene sind
inzwischen erklarbar. Nicht verstanden sind aber z.B. die Tatsache,
dass es viel mehr Materie als Antimaterie gibt, dass sich tiberhaupt
Galaxien bilden konnten (“Dunkle Materie”) oder dass das Univer-
sum sich beschleunigt ausdehnt (“Dunkle Energie”).

300s 300000 Jahre 10°Jahre  15-10° Jahre

Energie 10"Tev 10" Tev 1 TeV 4 meV 0,7 meV

Abb. 2.3 Entwicklung des Universums.

2.3 Experimentelle Methoden

Abb. 2.2

Darstellung von hochenergeti-

schen Teilchen, die aus dem

Kosmos auf die Atmosphé-

re treffen und dort zahlreiche
2. neue Teilchen erzeugen.
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2.3 Experimentelle Methoden

Teilchenphysik an Beschleunigern Kiinstlich lassen sich héchste
Energien erzielen, wenn man Elektronen, Protonen oder deren Anti-
Teilchen in grofsen Teilchenbeschleunigern wie dem “Large Hadron
Collider” (LHC) beschleunigt (Abb. 2.4 und 2.5). Die hochste er-
reichte Energie bisher ist 6500 GeV. Abb. 2.6 zeigt eine Proton-
Proton-Reaktion am LHC mit vielen neu erzeugten Teilchen. Der
Vorteil dieser Experimente liegt darin, bei genau bekanntem An-
fangszustand nahezu alle Quanten im Endzustand einzeln beob-
achten zu konnen. Auf diese Weise wurden die entscheidenden Ent-
deckungen auf dem Weg zum Standardmodell gemacht,

N e die Quark-Struktur der Protonen und Neutronen

nnnnnn

e aller Fermionen der 2. und 3. Generation

e die Eichbosonen und

e zuletzt 2012 das Higgs-Teilchen.

Abb. 2.4

Schematische Darstellung
des LHC Beschleunigers am
CERN.

Abb. 2.5
Schematische Darstellung der
Magnete im LHC.

Abb. 2.6 Foto des CMS Experiments am LHC und Bild eines Kan-
didaten fiir den Zerfall eines Higgs-Bosons.
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2.4 Krafte

2.4 Krafte

Das wichtigste quantitative Konzept zur Beschreibung von Teil-
chenreaktionen ist natiirlich die Quantenmechanik, allerdings nicht
in Form der Schrodinger-Gleichung, denn diese ist nicht-relativistisch
und bietet auferdem auch keine Moglichkeit, die Entstehung von
neuen Teilchen zu beschreiben. Generell muss daher in Berechnun-
gen anstelle der nicht-relativistischen Schrodinger-Gleichung eine
relativistische Formulierung der Quantenmechanik verwendet wer-
den. Aus Einsteins berithmter Equivalenz von Energie und Masse

) Quantenm.  Spez. Relativit.
E=mc

folgt direkt zumindest prinzipiell die Moglichkeit, aus der kineti- Quantenfeldtheorie

schen Energie von Teilchen im Anfangzustand die Masse neuer Teil- Eichsymmetrien

chen zu erzeugen. In Abb. 2.6 wurde die Energie im Anfangzustand

tatsachlich nur zu wenigen Prozent in Masse umgewandelt, der Rest Herleitung der Naturkraefte
findet sich in der kinetischen Energie der entstandenen Teilchen. elektromagn., starke, schwache Kraft

Historisch hat sich aus der Verbindung von Quantenmechanik Abb. 2.7
und spezieller Relativitatstheorie die Quantenfeldtheorie entwickelt.  giiema  der  theoretischen
In dieser spielen Symmetrien eine besondere Rolle und fihren zu  Kongzepte in der Teilchenphy-
Erhaltungssétzen fiir Ladungen und zu Wechselwirkungen zwischen k.
Teilchen. Mit diesem Konzept der sogenannten “Eichtheorien” ist es
gelungen, drei der vier Kréfte in der Natur zu formulieren:

e Die elektromagnetische Wechselwirkung betrifft aufser
den Neutrinos alle Leptonen und Quarks in genau der glei-
chen Weise. Allerdings ist die Ladung der Quarks geringer.
Die Wechselwirkung wird durch den Austausch von Photo-
nen vermittelt. Zusatzlich zu elastischen Prozessen wie Photon

ep—>ep

werden aber auch Prozesse wie Paarvernichtungs- und Erzeu-
gungsprozesse
ete > putpu

beschrieben, die in der Natur tatséchlich beobachtet werden.

e H
g >W'XW<
p p et m
Abb. 2.8 Feynman-Diagramme: Elastische Elektron-Proton-Streuung
(links) und Paarvernichtung/Paarerzeugung (rechts) durch Austausch

von Photonen. Die Zeit 1duft hier von links (Anfangszustand) nach rechts
(Endzustand).
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2.4 Kréafte

e Die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks erfolgt
nach fast den gleichen Regeln wie beim Elektromagnetismus.
Die Wechselwirkung wird durch den Austausch von Gluonen

Gluon vermittelt. Es gibt Prozesse wie
uUs—>us ut—>tt
u U
U t
g >qiq7<
s s u t

Abb. 2.9 Streuung und Paarvernichtung/Paarerzeugung durch
Gluon-Austausch.

Da die Gluonen ebenfalls Farbe tragen, gibt es auch Reaktio-
nen wie

gg —>uu 99 = 99

e Die schwache Wechselwirkung erlaubt als einzige die Um-
wandlung von Teilchensorten in andere Teilchensorten. Sie
W=, Z0 wird durch den Austausch von W#* und Z° vermittelt.

o=y e v,

Abb. 2.10 Zerfall eines Myons in ein Myon-Neutrino sowie - durch
W-Austausch - in ein Elektron und ein Anti-Elektronneutrino.

¢ Yukawa-Wechselwirkungen gibt es zwischen dem Higgs-
Teilchen und allen Fermionen. Aus diesen Yukawa-Kopplungen
Higgs lassen sich die Massen der Fermionen ausrechnen. Das Higgs-
Teilchen reagiert auch mit W#*- und Z°-Bosonen, allerdings
sind dies Eichwechselwirkungen. Auch aus diesen folgt die
Masse von W#* und Z°.

Die folgende Abbildung 10.16 beschreibt alle Teilchen und Wech-
selwirkungen im Standard-Modell.

16



2.4 Krafte

Das Standard Modell

lokale Eichtheorien
/ . ~
starke WW } elektro-schwache WW
-
SUQB)c | QED u()Y SUQ2)L
¢ Ue

~. f /N
. B° wo wt

® VOO

_/:\
\/
Leptonen
Ve\uMe =]
e I N D
Quarks
d s b - D‘ Wechselwirkungen

Mesonen: wt, K,... W
Baryonen: pn,...

Abb. 2.11 Schema des Standard-Modells mit allen Teilchen. Griine
Pfeile stellen Wechselwirkungen dar.

Sicher ist das Standard-Modell keine Theory of Everything (TOE)
sondern nur unser derzeitiges Bild der Naturgesetze (Tabelle 16.1).
Abb. 2.12 zeigt bereits erreichte, aber auch weitere, zumindest kon-
zeptionell angedachte Schritte einer Vereinigung der Naturgesetze.
Ein Ziel dieser Schritte ist sicher auch ein Verstdndnis der frithen
Phasen und Phaseniibergénge im frithen Universum (Abb. 2.3).

Magnetism

S Weak Theory  Weak Force
Grand >~ Standard
Unification =  model Short range
Quantum %)

Gravity QCD Nuclear Force
B |
? Short range
U fSuper Kepler Celestial

nification .
Universal Gravity

Gravitation Long renoe
Einstein, Newton Terrestrial
Galilei  Gravity

<

Energie, Temperatur, Zeit

Abb. 2.12 Schema der Vereinheitlichungen der Wechselwirkungen.
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2.5 Hadronen

Mesonen und Baryonen

sind Hadronen

18

hb

Mesonen: ¢+ ¢

mit a,d

mit 5

mit ¢

mit b

u,d: Pionen

ud : 7(0,1396)

ui, dd : 79(0,1350)
s: Kaonen

st : K(0,494)
sd: K9(0,498)

c: D-Mesonen

cd: D*(1,869)
cii: DO(1,865)

b: B-Mesonen

bi: B~(5,279)
bd: B(5,279)

S
|

s: D*(1,97)

: B9(5,47)

cc: J[W(3,09)

be: B~ (6,40)

bb: Y (9,46)

mit u,d

Baryonen: ¢ +¢' +q”

mit s

mit ¢

mit b

leichte Quarks
uud : p(0,9383)
udd : 1(0,9396)
wuw s A**(1,23)
ddd : A-(1,23)

schwere Quarks

uds :
USS :
88§ :

A%(1,12)
=0(1,32)
0-(1,67)

ude: A} (2,29)
usc: =F(2,47)

udb: A9(5,62)

Tabelle 2.3 Tabelle mit einigen Beispielen der leichtesten Hadronen
(Mesonen und Baryonen). Gelistet ist der Quark-Inhalt, das verwendete

Symbol sowie (in Klammern in GeV) die Masse des Hadrons.

2.5 Hadronen

Quarks bilden aufgrund der starken Wechselwirkung gebundene Sy-
steme, die insgesamt Hadronen genannt werden. Weit iiber hundert
derartige Teilchen sind bekannt.

e Mesonen aus jeweils einem Quark und einem Anti-Quark.

Sie haben Spin 0,1,2,... (Summe der Spins und der Bahndre-
himpulse). Die Masse der Mesonen ergibt sich aus der Masse
der Quarks, und ihrer Bindungsenergie. Die leichtesten Me-
sonen sind die Pionen. Top-Quarks bilden keine Mesonen, da
sie zu schnell zerfallen.

e Baryonen aus jeweils drei Quarks. Sie haben Spin 1/2, 3/2,

... Die leichtesten Baryonen sind Proton und Neutron. Anti-
Baryonen bestehen aus drei Anti-Quarks.

e Ob es weitere gebundene Systeme gibt, z.B. aus mehr als 3

Quarks oder nur aus Gluonen, ist nicht abschliessend geklart.



2.6 Kerne

Kerne bestehen aus Protonen und Neutronen. Trotz der elektroma-
gnetischen Abstofsung der Protonen untereinander sind Kerne mit
iiber 100 Protonen moglich, solange die Anziehung zwischen Pro-
tonen und Neutronen iiberwiegt. Diese anziehende Kernkraft ist
ein Resultat der starken Wechselwirkung zwischen den Quarks und
Gluonen eng benachbarter Protonen/Neutronen. Stabile Kerne sind
energetisch giinstig, bei hoherer Protonenzahl oder Neutronenzahl
treten spontane Zerfélle auf, bis wieder ein stabilder Kern vorliegt.

Die Kernbindungsenergie ist maximal fiir Eisen und betragt etwa
8 MeV pro Nukleon.

Z
T Anzahl der Protonen

Kerne gleicher
Neutronenzahl

Isotope
Kerne gleicher Protonenzahl

Anzahl der Neutronen
— N

Abb. 2.13 Nuklid-Karte: Darstellung der Atomkerne mit verschie-
denen Anzahlen von Protonen (y-Achse) und Neutronen (x-Achse).
Schwarz dargestellt sind stabile Kerne. Instabile Kerne sind farbig dar-
gestellt.
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Abb. 2.14 Bindungsenergie pro Nukleon als Funktion der Anzahl der
Nukleonen in einem Kern.

2.6 Kerne
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2.6 Kerne
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3 Naturliche Einheiten

In der klassischen Physik sind Prozesse langsam und makrosko-
pisch, so dass die SI-Einheiten

kg, m, s

praktisch sind. Sie sind allerdings historisch willkiirlich gew&hlt wor-
den und erfordern daher in den Naturgesetzen zusétzliche Konstan-
ten, deren Zahlenwerte daher ebenfalls willkiirlich sind:

hsr = 6,58211889-1072MeV's (3.

csr = 299792458 m/s (3.

cos; = 8,854187817-107% Ch2/(Jm) (3.
kpsr = 1,38064852- 1072 J/K (3.
Grsr = 6,673-10 mkg s~ (3.
(3.

(he)sr

W W W W w w
S Ul s W N

)
)
)
)
)
)

197,3269602 MeV fm

Die SI-Einheiten sind fiir relativistische und quantenmechanische
Prozesse in der Teilchenphysik und Kernphysik aber keine giinstige
Wahl. Max Planck erkannte als erster, dass sich alle anderen Ein-
heiten auf eine einzige Einheit zuriickfiihren lassen, wenn man Re-
lativitdtstheorie und Quantentheorie als gegeben annimmt. Dieses
“natiirliche Einheitensystem” (oder “Planck’sche Einheitensystem”)
ist heute Standard in vielen Bereichen.

Insbesondere kann alle diese Konstanten vermeiden, indem man
nur eine einzige Einheit verwendet und alle Zahlenwerte zu 1 setzt.

h=1 c¢=1 =1 kg=1 Gy=1] (3.7)

e Energie: Die Basiseinheit sei 1 eV (oder MeV, GeV) als Einheit
der Energie.

e Masse und Impuls: Mit ¢ = 1 folgt aus der relativistischen
Beziehung
E? =m?c* + P2&2

dass Energien, Massen und Impulse alle die Dimension der
Energie haben.

’ [Energie] = [Impuls] = [Masse] = Ge\/‘ (3.8)

o Zeit: Mit A =1 lautet z.B. die Unscharferelation
AFE-At>1

Zeiten haben also offenbar die Dimension [ Zeit] = GeV ™.



e Lange: Mit ¢ = 1 haben Zeit und Lange die gleiche Dimension,
also

[Zeit] = [Linge] = GeV ™ (3.9)

e Geschwindigkeiten 3 sind dimensionslos.

e Drehimpuls und Spin: Mit A = 1 sind Drehimpulse in der
Quantenmechanik nur noch Zahlen, S =0, 1/2, 1, 3/2,...

Dies macht viele Formeln viel {ibersichtlicher. Fiir die Berechnung
experimenteller Ergebnisse muss von diesem natiirlichen Einheiten-
system in SI Einheiten (m, kg, s) umgerechnet werden. Dies ist im-
mer moglich durch einfache Dimensionsbetrachtungen. Praktische
Zahlenwerte der Umrechnungsfaktoren hierfiir sind

csr ~ 300 (he)sr ~ 200 MeV fm (3.10)
ns

Beispiel Lénge 2 =1MeV™!:

) (hec)st
he

1 200 MeV fm

- Tgr=1o =1MeV~ =200fm

Beispiel Zeit ¢ =1MeV™:
- tgr=t-h=66-10"%s

Die Feinstrukturkonstante ist dimensionslos und damit in SI- und
natiirlichen Einheiten gleich. Aus der Messung der Feinstruktur-
konstante in der Atomphysik

e? 1
Aem = N
dreghc 137,036

folgt in natiirlichen Einheiten (ey = 1, he = 1) fiir die Elementarla-
dung

o2
Qem = —, e~ 0,303 (3.11)
A

Die Elementarladung ist also in natiirlichen Einheiten dimensions-
los und von der Gréfsenordnung 1.

2.6 Kerne
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4.1 4-er Vektoren

Notation:
4-er Vektor: z
3-er Vektor: 7

Betrag des 3-er Vektors: |z

22

4 Relativistische Kinematik

4.1 4-er Vektoren . ... ... ... .. ... ... ... .. 22
4.2 Skalarprodukt und Lorentztransformation . . . . . .. 23
43 4derImpulse . ... ... ... .. oL 24
4.4  Schwerpunktsenergie . . . . . ... .. ... ... 26
4.5 Zwei-Korper-Zerfall . . ... ... .. ..o .. 28

4.1 4-er Vektoren

Aus der experimentellen Beobachtung, dass die Lichtgeschwindig-
keit in verschiedenen Inertialsystemen gleich ist, und der theoreti-
schen Beobachtung, dass die Maxwellgleichungen ihre Form unter
Lorentztransformationen nicht dndern, hat Einstein die spezielle
Relativitédtstheorie entwickelt. Sie basiert auf der Forderung, dass
alle Inertialsysteme S gleichberechtigt sind:

e Die Naturgesetze (Maxwell-Gl., ...) haben in allen Inertialsy-
stemen die gleiche Form.

e Die Naturkonstanten (c, f, ...) haben in allen Inertialsystemen
die gleichen Zahlenwerte.

Hieraus allein folgen Zeitdilatation und Léngenkontraktion sowie
die Formeln fiir die Lorentz-Tranformationen. Da Ort- und Zeit-
Koordinaten gleichermafien transformiert werden miissen, ist die
einfachste Notation die der Vierervektoren im Minkowski-Raum:

ct
x

T = 4.1
, (1)
z

Die Zeit wird hier mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ multipliziert, da-
mit alle Komponenten des Vierervektors die Dimension einer Lange
haben. In natiirlichen Einheiten wird ¢ =1 gesetzt, also:

(4.2)

8
I}
[SEENSIE SIS
Il
—_—_—
ISTERSS
N —

Die “0-te” Komponente! des 4-er Vektors ist die Zeit, xg = t.

Neben den Ort-Zeit Vierervektoren werden spéter auch weitere
4-er Vektoren definiert, z.B. der Energie-Impuls 4-er Vektor oder
das elektromagnetische 4-er Potential A = (o, A).

n dlteren Biichern werden auch andere Konventionen verwendet.



4.2 Skalarprodukt und Lorentztransformation

4.2 Skalarprodukt und Lorentztrans-
formation

Lorentztransformationen erlauben die Umrechnung von beliebigen
4-er Vektoren zwischen verschiedenen Inertialsystemen. Aus Sicht
eines Systems S, dass sich mit Geschwindigkeit fs = vs/c < 1 und

1

in x-Richtung bewegt, gilt (wenn der Ursprung von S und S’ zur
Zeit t =0, t' = 0 iibereinander liegt):

t’ Vs _'7865 00 t f}/st_f)/sﬁsl’
x! _ _73Bs Vs 00 X Vsl — 'Ysﬁst
vyl | O 0 1 0f|ly| Y (4.3)
2! 0 0 0 1/\z z
A
also
' = Az
mit der 4 x 4 Matrix A.
Das Skalarprodukt zweier 4-er Vektoren Lorentz-invariantes

Skalarprodukt
a = (tayxavymza)a b= (tbaxbaybazb)

ist definiert als?

ab = toty — TaXy — Yalp — ZaZp (4.5)

oder
ab=tyt,—ab (4.6)
2 Wir verwenden auch im Folgenden immer die weit verbreitete (+—--) Vor-

zeichenkonvention fiir die Definition des Skalarprodukts. In &lteren Biichern
wird manchmal auch (- + ++) benutzt. Praktisch ist auch die Schreibweise
mit dem “Metrischen Tensor” g

1 0 0 O ty

T _ 0 -1 0 0 Tp
ab—a‘ gb_ (tavzllnyaaza) O O _1 O yb (44)

0 0 0 -1} \z

Eine weitere Alternative ist die Verwendung von kovarianten

alu = (ta 7xa 7ya 72(1)

und kontravarianten
ay = (ta; ~Zay = Yas — Za)

4-er Vektoren, so dass mit der Einstein’schen Summenkonvention das Ska-
larprodukt einfach gleich ab = a*b,, ist.
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4.3 4-er Impulse

At
7, - g
S 4
Abb. 4.1

Linienelement eines Teilchens
mit 3 0.

T N
A
, )=
at [T
X
I ;(I
Abb. 4.2

Linienelement eines Teilchens
in seinem eigenen Ruhesy-
stem.
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Aufgabe 4.1: Zeigen Sie, dass Skalarprodukte von
Vierervektoren Lorentz-invariant sind,

ab =ab (4.7)

Die Norm eines Vierervektors ist sein eigenes Skalarprodukt,

aa=a®=t>-a’

Fiir einen Lichtstrahl, der bei ¢t = 0 in z-Richtung durch den Ur-
sprung lauft, z(¢ = 0) =0, gilt = c¢t. Die Norm des entsprechenden
4-er Vektors = = (ct,x,0,0) ist also

(ct)*-2?=0 (4.8)

Wegen der Lorentz-Invarianz des Skalarprodukts ist dies offenbar
fiir alle Inertialsysteme giiltig, wenn ¢ in allen diesen Systemen
gleich ist.

Allgemeiner kann das Quadrat eines 4-er Vektors positiv, null
oder negativ sein. Man unterscheidet daher

Zeit-artige 4-er Vektoren a? >0 (4.9)
Licht-artige 4-er Vektoren a? =0 (4.10)
Raum-artige 4-er Vektoren a? <0 (4.11)

4.3 4-er Impulse

Ahnlich wie im normalen 3-dim Raum sollte es auch in der 4-dim
Raum-Zeit einen 4-er Impuls geben. Zur Ableitung betrachten wir
ein Teilchen mit Koordinaten (¢,%), Geschwindigkeit £ und Lorentz-

faktor -,
> dT 1
B=— Y= =
dt 1- /32

Ein kleines Linienelement ist dann

(ds)” = (dt)* ~ (di)* = (dt)* (1~ ) = (dt)* | »*

In seinem eigenen Ruhesystem sind die Koordinaten (7,2Z') mit der
Eigenzeit 7 und Position Z’ = const. In diesem System ist das Lini-
enelement

(ds')? = (dr)?

Aus der Lorentz-Invarianz des Linienelements,
(ds')? = (ds)?
folgt die Zeitdilatation,

(dr)? = (dt)? ]+ (4.12)



Der 4-er Impuls wird definiert als

E dz

Die 0-te Komponente, py = E, (die Zeit-artige Komponente) wird
Energie genannt. Die Masse® m und Eigenzeit sind unabhéangig von
der Wahl des Koordinatensystems. Damit ist

dx d (t v 04
L (0 DY el P 4.14
o) onle) () e

Damit folgt:

E=vm P=~y8m Bzg (4.15)

Die Norm des 4-er Impulsvektors
PP =FE?-P*=72(1-p3)m?=m? (4.16)
ist die Masse? und damit tatsachlich Lorentz-invariant. Damit ist

die relativistische Beziehung zwischen Energie, Impuls und Masse
(Dispersionsbeziehung)?:

pP=E*-P*=m? (4.17)

Die kinetische Energie ist definiert als
Exn=E-m=(y-1)m (4.18)
Im Ruhesystem eines Teilchen is P = 0, so dass £ = m. Damit

lassen sich folgende kinematischen Grenzfille fiir Teilchenimpulse
unterscheiden:

ruhend: B=0 v=1 P=0 E=m

langsam: f<l ~21 |P| < m E=m+imp?+.. .p*+...

ultrarelativ.: g1 y>»>1 |P|»m E=x|P|
Masse-los: g=1 y=c0 |P|=E

Aufgabe 4.2: Berechnen Sie fiir ein langsames Teil-
chen (f « 1) die ersten Terme der Taylor-Entwicklung
fiir £ =~ m bis zur Potenz (.

3Mit Masse ist immer die Ruhemasse gemeint.
4Setzt man c explizit ein, so entspricht dies E? — 5% ¢? = m2 ¢*.

4.3 4-er Impulse
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4.4 Schwerpunktsenergie

Die Lorentz-Transformation eines 4-er Impulses erfolgt wie bei an-
deren 4-er Vektoren auch (wie in Gl. 4.3 auch hier in z-Richtung):

p'=Ap
E’ Vs _’Vsﬁs E Vs E - Vs /Bs Pm
P‘rl _7868 Vs P:E _ fYSPa?_,YSﬁSE
P! 1 P, P,
P 1) \P, P,

Aufgabe 4.3: In einem Inertialsystem S habe ein
Teilchen die Geschwindigkeit 8 = (0,0,3). Wie lau-
tet die Lorentztransformation in das Ruhesystem S*
des Teilchens?

Aufgabe 4.4: Zeigen Sie, dass aus B = ]3/E und 3! =
P! [ E" das Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten
folgt:

o ﬁw_ﬁs
BZ_ 1_6xﬁs

4.4 Schwerpunktsenergie

Gegeben sei ein System aus mehreren Teilchen ¢ mit Massen m;
und 4-er Impulsen p; = (E;,P;). Der gesamte 4-er Impuls ist dann

E
p=(p)=prwn+n. (4.19)

Im Schwerpunktsystem der Teilchen gilt P = P ]3; =0, so dass
() = (B")? = (P*) = (Bj + B3 +...)° (4.20)
Die so definierte Schwerpunktsenergie des Teilchen-Systems

Ecas =\ (0?)? = Ef + Ej + ... (4.21)

wird auch die “invariante Masse” des Teilchen-Systems genannt,
denn sie ist das Quadrat eines 4-er Vektors und damit Lorentz-
Invariante Masse invariant. Verwendet wird oft auch die Abkiirzung

Vs = Ecys =\ p* (4.22)

Wegen der Lorentz-invarianz von p? liasst sich die Schwerpunkts-
energie in einem beliebigen Inertialsystem berechnen, ohne explizit
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eine Lorentz-Transformation ausfiihren zu mussen. Fir zwei Teil-
chen ist

s=(p1+p2)® =D +p3+2p1po (4.23)
Damit folgt
s=(m +P2)2 :mf+m%+2(ElE2—]31]32) (4.24)
oder auch
§= (pl +p2)2: (E1+E2)2—(P1+132)2 (4'25)

Beispiel: “Fixed-Target” Streuung an einem ruhenden Teilchen

_ El M
pl - _P1 p2_ 0
2

s=FE%ys=(p1+p2)2=m+mi+2E my

Die Schwerpunktsenergie steigt hier also nur langsam mit der Teil-
chenenergie,

Ecus ~\ Eq (4.26)

Beispiel: Kollision von zwei Teilchen mit gleichem Impuls

[ Ex (E2) [ E-
b= ]31 b2 = ]32 = _]31
Im CMS-System gilt P, + P, = 0, so dass sich eine lineare Abhéin-
gigkeit mit der Energie ergibt,

Ecms = Ev+ By (4.27)

Hochenergie-Experimente werden daher bevorzugt an Kollidern mit
entgegengesetzt laufenden Teilchen durchgefiihrt, so dass das Schwer-
punktssytem das Laborsystem ist.

Beispiel: Ultra-relativistische Kollision
Eyn|P|  Ey~|P)| P Py=—|P||P
und damit

Ecus » A4 Er Ey (4.28)

Beim HERA Elektron-Proton-Kollider mit £, = 27,5GeV und E, =
920 GeV ergibt sich Fopg = 318 GeV.

4.4 Schwerpunktsenergie
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4.5 Zwei-Korper-Zertall
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4.5 Zwei-Korper-Zerfall

Fiir den Zerfall a — bc gilt Energie und Impuls-Erhaltung,

E, Ey+ E,
DPa =Pb + Pc pl- ]3b+[3

Die Masse von Teilchen
Teilchen b + ¢,

a ist daher die Schwerpunktsenergie der

a

m2 = pc21 = (pb +pc)2 = (Eb + fac)2 - (ﬁb + pc)Q (429)

Fiir die Messung von m,,

bendtigt man also Energien und Impulse

der Zerfallsprodukte. Bei bekannten Massen my, m, reichen auch
entweder die Impulse oder die Energien.
Im Schwerpunktsystem von Teilchen a lasst sich die Energie der

Zerfallsprodukte (hier £

m?=(p;)? =

wobei in diesem System
folgt

) berechnen aus

(p; - p3)? (4.30)
m2+mi-2E:E; -PrBy)  (4.31)
m?2+m? -2(m, E}) (4.32)

E? = mg und P} = 0 benutzt wurde. Es

Ey =

_ it my - (4.33)

2my,

Aufgabe 4.5: Zeigen Sie, dass mit dieser Formel 4.33
auch E} + EX = /s gilt.

Fiir Zerfallsprodukte ohne Masse oder fiir m, > mg,m,. folgt

Ej =E =

Mg

c= (4.34)
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5.1 Streuprozesse

Die Streuung von Teilchen aneinander ist die wichtigste Messme-
thode der Teilchenphysik. Man unterscheidet:

e clastische Streuung a +b — a’ +b'.
Im Anfangszustand und Endzustand liegen die gleichen Teil-
chen vor. Da die Massen sich nicht dndern, bleibt die kineti-
sche Energie erhalten.

e inelastische Streuung a +b—>c+d+....
Es entstehen andere Teilchen oder angeregte Zustdnde mit
hoheren Massen.

Von “fixed target” Experimenten spricht man, wenn Teilchen a in
einem Teilchenstrahl vorliegt und Teilchen b ruht, das “target” also
ein Gas, eine Fliissigkeit oder ein ruhender Festkorper ist. Bei einem
“Collider” hingegen haben a und b vergleichbar hohe Energien.

Im Folgenden wird immer die Annahme der Streuung einzelner
Teilchen gemacht, d.h.

e alle Teilchen im Teilchenstrahl reagieren unabhéngig, d.h. die
de Broglie-Wellenléinge << Abstand der Teilchen,

e Die Wahrscheinlickeit einer Streuung ist klein, so dass Mehr-
fachstreuungen keine Rolle spielen,

e die Bindungsenergie von b im Target kann vernachlassigt wer-
den.

Wirkungsquerschnitt

Tovget Teilihooh

Abb. 5.2 Streuung in einem “fixed target” Experiment.

Ein “fixed Target” Experiment ist gekennzeichnet durch

5.1 Streuprozesse

b b

Abb. 5.1
Beispiel fiir eine elastische
Streuung.
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e n, = Dichte der Teilchen a im Strahl, [n,] = Anzahl/cm?
e 1, = Dichte der Teilchen b im Target® [n,] = Anzahl/cm3.

e dx = Targetdicke, [dz] = cm.

Innerhalb des Querschnittsfliche A des Strahls ist die Anzahl der
Teilchen Ny, = ny - A - dx. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzel-
nes Teilchen a im Target reagiert, hingt im einfachsten Fall vom
geometrischen Querschnitt o des a — b Systems ab,

w=0=L=0n,dr (5.2)

A

Mehrfachstreuung kann vernachléassigt werden fiir w <« 1, also fiir
hinreichend kleine dx. Bei einer Wechselwirkung mit langer Reich-
weite ist o nicht langer nur der geometrische Querschnitt, sondern
charakterisiert ganz allgemein die Wechselwirkung. Definiert durch
die obige Gleichung w = on,dr wird er daher als Wirkungsquer-
schnitt bezeichnet und ist ein Mass fiir die Reaktionswahrschein-
lichkeit einer einzelnen Teilchenreaktion. Er entspricht der “effekti-
ven Fléche” des Streuzentrums und ist unabhéngig vom jeweiligen
Experiment.

Da w dimensionslos ist, hat ¢ die Dimension einer Fléche. Da es
sich in aller Regel um sehr kleine Flachen handelt, wird als Einheit
das “barn” verwendet,

Ibarn=1b=(10fm)? = 10"?*m?

Ein Proton hat in dieser Einheit den geometrischen Querschnitt
mr2 =7 (1.4fm)?~ 0,06 b.

Fiir Teilchen a mit Geschwindigkeit v, entspricht der Teilchen-
fluss

Teilchen
cm?s

Pa =N * Vg [¢a] = (5.3)
der Anzahl Teilchen, die pro Zeit durch eine Queschnittsflache tre-
ten. Die Reaktionsrate im Experiment, d.h. die Anzahl der Reak-
tionen pro Zeiteinheit, ist damit bezogen auf den Strahlquerschnitt

A
dN

— =¢, Aw=0¢, Anydr o (5.4)
dt NS
L
oder
dN
Ay .
pn o (5.5)

5 Fiir ein Target aus Atomen gilt
_Na-o
Mol

np (5.1)

mit dem Atomgewicht My, der Avogadrozahl N4 und der Targetdichte
0.



Hierbei hingt die Luminositdat L nur vom Experiment ab. Fiir ein
“fixed target” Experiment ist sie

Lﬁxed target = Ua Nq Nb ‘ (56)

Diese Gréfe kann man auch fiir ein Collider-Experiment definieren.
In einem Collider kreisen Teilchen-Pakete (“Bunch”) von typisch
1010 Teilchen auf gegenldufigen Bahnen. Wenn N,, N, die Anzahl
der Teilchen in den Teilchenpaketen sind und f die Frequenz, mit
der sie im Experiment aufeinander treffen, dann ist die Lumiositét

Ny Ny
dro, oy

Lconider = f (5.7)

Hierbei sind o0, 0, die Breiten der Gaufverteilungen der Strahlpa-
kete der Teilchen senkrecht zu ihrer Flugrichtung.

Messung des Wirkungsquerschnitts bei Absorption Wenn durch
die Reaktionen die Teilchen a absorbiert werden, kann man aus
der Abschwéichung des Teilchenstrahls in einem hinreichend dicken
Target direkt den Wirkungsquerschnitt ermitteln. Die Abnahme der
Teilchenzahl N, ist

dN, = -wN, (5.8)
-dN,

N, - w=onydz (5.9)

so dass
N,(x) = Ny e=2/* (5.10)

Hier ist

1

A= — 5.11
p (5.11)

die mittlere freie Weglidnge zwischen zwei Wechselwirkungen. Die
Messung der Anzahl der Teilchen N, nach dem Target ergibt also
direkt den Wirkungsquerschnitt.

Differentieller und totaler Wirkungsquerschnitt Die wichtigste Mess-

grofse ist der Wirkungsquerschnitt als Funktion der kinematischen

Variablen (z1,x9, x3... = Impulse, Energien, Winkel) der Teilchen im
Endzustand,
dno
-_— 5.12
d!L’ldele’g . ( )

Héaufig erfolgt die Messung nur als Funktion einer oder zwei dieser
Grofsen,

do. do
dz,’ dzrydxs

d.h. es wird iber alle anderen Freiheitsgrade integriert. Der totale
Wirkungsquerschnitt ist dann

(5.13)

do

S 5.14
de‘ldl’Qd{lfg... ( )

o= f dridxydxs..

5.1 Streuprozesse
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Klassische Interpretation des differentiellen Wirkungsquerschnitts
In einem fixed target Experiment lasst sich der Wirkungsquer-
schnitt klassisch wie folgt verstehen.

o} e

= [

="M
"

Abb. 5.3 Messung des Differentiellen Wirkungsquerschnitts in einem
“fixed target” Experiment.

Ein paralleler Strahl von Teilchen ndhert sich einem Target. Ei-
nes der Teilchen mit senkrechtem Abstand b (Stofsparameter) zum
Streuzentrum wird durch die Wechselwirkung mit dem Streuzen-
trum (z.B. durch das Coulomb-Potential) um einen Winkel 6 abge-
lenkt. Klassisch werden alle Teilchen mit gleichem Stofparameter
die gleiche Ablenkung erfahren, d.h. alle Teilchen, die einen ge-
dachten schmalen Ring db durchlaufen, werden in einem Streuwin-
kelbereich df landen, wenn das Streupotential nicht von ¢ abhéngt.
Geometrisch hat der Ring die Fléche

do =27bdb (5.15)
Das entsprechende Raumwinkelelement integriert iiber ¢ ist
d) = 2 sin 0 df (5.16)

Damit ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

dQ ~ sinf

(5.17)

do b ‘@
d

Wichtig ist, dass kleine Stofparameter b grofsen Ablenkwinkeln 6
entsprechen. Der Wirkungsquerschnitt muss immer positiv sein.

5.2 Rutherford-Streuung klassisch

Unter Rutherford-Streuung versteht man die klassische Streuung
von geladenen Teilchen bei Vernachlassigung des Spins. Historisch
interpretierte E. Rutherford die Resultate der Experimente von Gei-
ger und Marsden, in denen Helium-Kerne mit hoher Energie an ei-
ner Goldfolie streuten. Rutherford schlofs daraus erstmals auf die
Existenz von Atomkernen.

Im Folgenden betrachten wir die Streuung eines leichten Teilchens
a an einem ruhenden schweren Teilchen b mit m, << my; im nicht-
relativistischen Grenzfall. Hierfiir gilt die N&herung

E,=E!, |B,| = | P (5.18)



5.2 Rutherford-Streuung klassisch

Teilchen a wird damit im statischen Potential von Teilchen b ge-
streut.

Aufgabe 5.1: Energieiibertrag AE, 3-er Impulsiiber-
trag AP und 4-er Impuls Ap sind definiert durch

AE=E,-E! AP=P,-P! (5.19)

Zeigen Sie, dass fiir m, << my; bei elastischer Streu-
ung der Energieiibertrag viel kleiner ist als der 3-er
Impulsiibertrag. Daraus folgt auch, dass der 4-er Im-
pulsiibertrag Ap = p,—p/, und der 3-er Impulsiibertrag
(bis auf das Vorzeichen) fast gleich grofs sind.

i) Die Beziehung zwischen Impulsdnderung Ap und Streuwinkel
6 folgt aus dem Sinussatz,

AP P

| : | = — 1| 2| _ ’mvg‘ (520)

sinf  sin(5(7—-0)) cos$

Wegen sinf = 2 sing cosg folgt
. .0
|AP| =2mu, sin ) (5.21)
ii) Drehimpulserhaltung gilt fiir jedes Zentralpotential,

IL|= |FxP| =mriw (5.22)

d
b-m-vy = erd—(f (5.23)

iii) Die Impulsénderung erfolgt durch die Kraft I = dP/dt,
AP=P P, = f Fdt (5.24)

Benutzt man, dass aus Symmetriegriinden nur die Kompo-
nente in 7-Richtung relevant ist, so folgt

N 9] %(ﬂ'*@) dt
AP| = / F coso dt = [ F cosp —d 5.25
AP [T esoars (17 coso o (529

Einsetzen von ii) ergibt

) 2
IAP| = / B s dg (5.26)
0

iv) Fiir die Coulomb-Kraft F' gilt

Fr?= @a @y _ const, (5.27)

4reg

Abb. 5.4
Impulstibertrag AP.

Abb. 5.5

Drehimpulserhaltung.
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Rutherford-Formel

do
de
0 4
Abb. 5.6
Winkelverteilung flir

Rutherford-Streuung.
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so dass der Integrand unabhéngig von r wird. Es folgt

L Fr2 3 (m=0) Fr? 6
|AP| = - f cos pdep =2 “ T cos B (5.28)

b Vo %(7‘(‘*9) b Vo

Mit dem Impulsiibertrag aus Gl. 5.21 folgt

Fr2 1 0 0
p=2" cot — = a cot = (5.29)
Vg 2mug 2 2
und
db -a
= = 5.30
df 2 sin? g ( )
Hierbei ist mit @, = Z,e und Qp = Zy ¢,
Fr? a Z.7
o = L _Quly _aZiZ (5.31)
2Ein  8meoEkin  2Ekin
o2
a = (5.32)
4meq

Damit ist der Wirkungsquerschnitt (Gl. 5.17) gegeben durch

do b |db| a? 0 1
= = — = . t_ . )
dQ sin @ ‘d@ sin @ o 2 2¢in? g (5.33)
a? 1
T A endd 5.34
4 sin? g ( )

Im letzten Schritt wurde sinf = ZSing cos% benutzt. Insgesamt ist
dann

do  Z27}a? (5.35)
aQ 16E,§msm4g '

Der Ausdruck im Nenner ergibt sich direkt aus dem 3-er Impuls-
iibertrag Gl. 5.21

0
|AD| =G| = 2m vy sz’n§ (5.36)

und Ey;, = %mv%, so dass endgiiltig

do  (2m Z, Zya)?

o ok (5.37)

e Bei weitem am héufigsten sind kleine Streuwinkel und kleine
Impulsiibertrége.

e Der Wirkungsquerschnitt féllt sehr schnell mit 6. Er wird bei
f = 180° aber nicht Null. Aus diesem Verhalten hat Ruther-
ford auf die Existenz des Kerns geschlossen.

e Die Winkelverteilung hangt nicht vom Vorzeichen der Ladun-
gen ab. Anziehende und abstofende Kréfte ergeben also die
gleiche Winkelverteilung.



5.3 Rutherford-Streuung

Die klassische Rutherford-Streuung Streuung an einem Zentralpo-
tential ist eng verwandt mit dem Keppler-Problem in der Astrono-
mie. In beiden Féllen geht man im einfachsten Fall davon aus, dass
das Potential von einer ortsfesten Quelle ausgeht und somit sta-
tisch ist. Sowohl das elektrostatische Potential als auch das Gravi-
tationspotential sind abhéngig nur vom Abstand, V' (r) ~ 1/r. Man
kann also die Losung der Bewegungsgleichung bei der Rutherford-
Streuung direkt auf die Keppler-Bahnen zuriickfithren, wenn man
beachtet:

e Bei der Rutherford-Streuung kommt das einlaufende Teilchen
aus unendlicher Entfernung, nimmt keine gebundene Bahn
ein und verschwindet wieder im Unendlichen. Dies entspricht
den Hyperbel-Losungen des Keppler-Problems (also nicht den
Kreis-, Ellipsen- oder Parabelbahnen).

e Je nach Ladungen des einlaufenden Teilchens und der Quelle
des Potentials gibt es anziehende Kréfte (wie bei der Gravi-
tation) oder abstokende Krafte.

Um eine Beziehung zwischen Stofsparameter b und Streuwinkel 6
zu erhalten wird daher eine kurze Ableitung der Keppler-Bahnen
gegeben und daraus der Hyperbelfall abgeleitet.

Die Bahnkurve des einlaufenden Teilchens wird eine ebene Kurve
sein, die man in Zylinderkoordinaten (r,¢) beschreiben kann. Der
Ortsvektor sei

r=riu (5.38)

mit dem Einheitsvektor #, der von der Quelle des Potentials in
Richtung des Teilchens zeigt. Insbesondere gilt

%=1 =  Qu=2uu=0 (5.39)

Foiderd (5.40)
Der Drehimpuls ist
L=FxP=mixi=mrix(Fi+ri)=mriixi (5.41)

Fiir ein Zentralpotential mit V(r) ~ 1/r zeigt die Kraft auf das
Teilchen immer entlang 7 = r,

IO VAN
mf = 5 (5.42)
Fiir Gravitation (anziehend) ist
w=-GmM (5.43)

5.3 Rutherford-Streuung
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und fir ein elektrostatisches Potential ist

L 40 (5.44)
TEQ

M = 4

also abstofsend fiir gleichnamige Ladungen. Der Drehimpuls ist fiir
ein Zentralpotential konstant, denn mit Gl. 5.42 gilt

O L=md(Fx7)=m(FxTF+Fx7)=0 (5.45)
Man betrachtet nun das Kreuzprodukt der Beschleunigung und des

Drehimpulses,

!

?xiz(mrz

i) x (mr?dx i) (5.46)

Durch diesen Trick heben sich die Faktoren r? gerade weg und aus
dem doppelten Kreuzprodukt erhélt man (bac-cab Regel und GI.
5.39)

FxL=pt (uid) —pi (4d) = —pi (5.47)

Da L konstant ist kann man diese Gleichung einfach integrieren,
FxL=—pi+¢ (5.48)

Der Vektor ¢ ist eine Integrationskonstante und muss spéater aus den
Anfangsbedingungen bestimmt werden. Um den Vektor-Charakter
dieser Gleichung aufzulésen multipliziert man von links mit 7 = ru
und erhélt aus der Vertauschung im Spatprodukt auf der linken
Seite

R N
Fo(FxL)=(Fx7)-L=—1L%=-rpi®+7c (5.49)
m
oder kurz
L =mr(-p+c-coso) (5.50)

Hier ist ¢ der Winkel zwischen dem Ortsvektor 7 und dem Vektor
¢. Lost man nach r auf,
12

= 5.51
" —m L+ Cm cos @ ( )

so erhélt man die Standardform der Ellipsengleichung
p

== 5.52
1+€coso ( )
mit den Abkiirzungen
12
p=——0 e=-% (5.53)
mp H
Fiir
1
cosp=——= £ (5.54)
€ ¢

wird der Abstand r unendlich, d.h. diese Gleichung definiert den
minimalen und maximalen Winkel ¢. Fiir ¢ = 0 ergibt sich der
minimale Abstand

p
+e€

(5.55)

T'min = 1



Anfangsbedingungen bei der Rutherfors-Streuung Wir betrach-
ten ein Teilchen, dass sich aus unendlicher Entfernung mit Impuls
P = muyé, entlang der z-Achse nihert und bei gerader Flugbahn
die Quelle des Potentials in Entfernung b€, passieren wiirde. b ist
also der Stofsparameter des Prozesses. Dann ist

-

L=rxp=-mbuyé, (5.56)

Wertet man Gl. 5.48 fiir das einlaufende Teilchen (bei t = —00) aus,
so ist

FxL=mbudé,=pé, +¢ (5.57)

Da €, und €, senkrecht aufeinander stehen ist der Betrag von ¢
gleich

c=/(mbv})?+ p? (5.58)

Der Nullpunkt fiir den Winkel ¢ muss so gewahlt werden, dass
T =o€, ist. Dies entspricht einer Rotation um den Winkel

bo = arccos(—é) (5.59)
so dass
L —cos (¢ + ¢p)
T_T.(Sin(gb-i-(bo(;) (5.60)

Diese Losung ist in der folgenden Abbildung gezeigt.

y [pm]
=

10

-1OIIII-5||||O||||5||||0
X[pm1l

Abb. 5.7 Bahnen von einlaufenden Teilchen mit gleichen Impul-
sen aber verschiedenen Stofparametern in der Rutherford-Streuung. Die
Quelle des Potentials ist bei (0,0) und hat das gleiche Vorzeichen wie die
Ladung des einlaufenden Teilchens.

5.3 Rutherford-Streuung
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6.1

Ubersicht

Ziel der Messungen auch komplizierter Teilchenreaktionen ist es,
moglichst alle entstehenden Quanten einzeln nachzuweisen und ihre
Energien, Impulse, Massen und Ladungen zu messen. Das Prinzip
ist dabei zumeist die Umwandlung von kinetischer Energie (F 2
MeV) in elektrische oder optische Effekte.

e Elektrisch geladene Teilchen kénnen nur direkt nachgewiesen

werden, wenn ihre Lebensdauer grofs genug ist, um messbare
Strecken zuriickzulegen. Dies sind insbesondere
ei?/’l/i77ri7 Ki7p7ﬁ’ a’ d’ MR

Neutrale Teilchen wie ~y,n,7ni, K9, ... werden durch ihre Reak-
tionen mit dem Detektormaterial und die daraus entstehen-
den Sekundérteilchen nachgewiesen.

Kurzlebige Teilchen wie w0 7% ¢,b,t, Z°, W* H, ... und viele
Hadronen kénnen durch Thre Zerfille nachgewiesen werden.

Eine Ausnahme bilden Neutrinos, da deren Wirkungsquer-
schnitt so klein ist, dass sie nicht einzeln direkt nachgewiesen
werden konnen. Energie- und Impulserhaltung kénnen jedoch
benutzt werden, um Neutrinos indirekt nachzuweisen.

6.2 Geladene Teilchen

6.2.1

Ionisation und Bethe-Bloch-Formel

Hochenergetische geladene Teilchen tibertragen durch elastische oder
inelastische Stofe vor allem mit den Elektronen in der Hiille Energie
auf Atome des Detektormaterials. Die Wahrscheinlichkeit und der
jeweilige Energieverlust pro Stof ergibt sich aus dem Rutherford-



6.2 Geladene Teilchen

Wirkungsquerschnitt, wenn man die kleine Masse der Elektronen
sowie die Energieniveaus der Elektronen und damit die Energie
fiir Anregungen der Atome und die Ionisierungsenergien mit be-
riicksichtigt. Integriert man iiber alle Streuwinkel und den jeweils
damit verbundenen Energieverlust und beriicksichtigt auch relati-
vistische Effekte, so ergibt sich die Bethe-Bloch-Formel (siehe z.B.
Sakurei). Sie beschreibt den mittleren Energieverlust —dE durch
vielfache Coulomb-Wechselwirkung mit den Atomen im Material

nach Durchqueren einer Schicht der Dicke dzx. Bethe-Bloch-Formel
dE  Dz%n 2mc? 322 5(7)
R D ey 2D g —] 1
dx 32 [ o I b 2 (6.1)

Teilchen: Ladung z - e, Geschwindigkeit § = v/c, 4% =
Material: n.=p- N4 - %, Elektronendichte
Z =Kernladung, A =Atomgewicht, p =Dichte
I = mittlere Energie fiir Ionisation ~ 102 - eV
D =4na?h?[/m, =5,1-10"25MeV em?
0 =Dichte-Effekt in Festkorpern fiir grofe v

152

Der minimale Energieverlust tritt unabhéngig von der Teilchensorte =~ MIPS = minimal ionisieren-
bei einem Impuls von ca. v = 3 auf. Bei gleichzeitiger Messung des  des Teilchen
Impulses und der Tonisierung dFE/dx kann bei kleinen Impulsen die
Masse des Teilchens emittelt werden (Abb. 6.4). Bei groken Impul-
sen ionisieren aber alle Teilchen dhnlich stark, so dass die Teilchen-
sorten nicht mehr unterschieden werden kénnen. Eine Ausnahme
bilden Elektronen aufgrund der zusétzlichen Bremsstrahlung.
Der minimale Energieverlust betrdgt - je nach Material - ca. 2
MeV bei einer Dichte von p = 1g/cm3. Effektiv ist die mittlere
Energie zur Ionisation eines Atoms etwa 10-Z eV In einem Gas mit
kleiner Dichte (~ 1073 g/cm?®) werden daher einige hundert Atome
pro cm ionisiert. In einem Festkorper dagegen mehr als 10000.

4 dAE

8 olx

10 4

MeV cmd
J

m——

1,5 -1‘-

Abb. 6.1 Skizze der Bethe-Bloch-Formel. ;
Der mittlere Energieverlust ist die statistische Summe aus vie- / m,lLﬂm,

len Einzelprozessen. Ist die Anzahl der Prozesse (in einer diinnen 3 E"?”f'm“ S
Schicht dx) nicht sehr grofs, so gibt es starke statistische Schwan- .
kungen, die eine “Landau-Verteilung” ergeben. Der Auslaufer zu Energieverlust
hohen Energien tritt auf, wenn zufillig in einem Stok eines der 514 g5
Elektronen der Hiille viel Energie erhélt und selber zur weiteren Landau-Verteilung des Ener-
Ionisation beitrégt (sogenannte d-Elektronen durch hohen Impuls-  gicyverlusts in einer diinnen
tibertrag bei der Rutherford-Streuung). Schicht.

rel. Wahrscheinlichkeit

Energie Verlust AE
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Abb. 6.3 Bethe-Bloch-Formel fiir verschiedene Materialien und Teil-
chensorten. Gezeigt ist der Energieverlust normiert auf die Dichte p des
Materials, —~dE/(pdx). (Particle Data Group)

dE/dx (keV/cm)

| L ool 1 ooyl
o 0.1 1 10

Momentum (GeV/c)

Abb. 6.4 Kurven zeigen die Bethe-Bloch-Formel fiir eine mit Gas
gefiillte Kammer fir p, K*,7* u* und e. Die fast konstante Linie bei
etwa 16 MeV/ecm gilt fiir Elektronen, wenn man auch Brensstrahlung
beriicksichtigt. Die einzelnen Punkte stellen die experimentelle Messung
der Ionisierung des Gases entlang einzelner Teilchenspuren dar, deren
Impuls durch den Bahnradius im Magnetfeld bestimmt wurde (Messung
der OPAL-Kollaboration).

Nach der Rutherford-Formel erfolgt die Streuung ganz dominant
unter kleinen Winkeln und damit kleinen Energielibertragen. Da-
her durchdringt ein hochenergetisches geladenes Teilchen mehrere
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cm bis m dichtes Material und wird dabei immer langsamer, bis es
schlieflich komplett stoppt. Die Winkelablenkung vieler Stofe ad-
dieren sich zu einem Gesamtwinkel 6p. Dessen Projektion auf eine
Richtung senkrecht zum Anfangsimpuls folgt (zentraler Grenzwert-
satz der Statistik) ndherungsweise einer Gauf-Verteilung mit Breite
90a

£(0,) ~ %% (6.2)

Gp

Abb. 6.5 Prinzip der Vielfachstreuung.

Vielfach-Streuung um klei-

Eine statistische Rechnung ergibt fiir ein Teilchen mit Ladung z; ne Winkel
13,6 MeV T T
Bpc V Xo( Xo) 03
S ——
Teilchen Material

Die Strahlungslinge X, charakterisiert allgemein elektromagneti-
sche Wechselwirkungen,

1 4h2c?

1
X i (Z*+Z)-a® - n, In(183 - Z73) (6.4)

mit Z = Ladungszahl fir Kern/Hiille und n, = Anzahl Atome
/ Volumen. m ist die Masse des Elektrons, wenn X, fiir ete -
Paarbildung oder fiir Vielfachstreuung verwendet wird. Fiir Brems-
strahlung ist m die Masse des Teilchens, das das Photon abstrahlt,
in der Regel also ebenfalls die Elektronmasse.

Z  Dichte p ab Xo E.

dx [Ton,min

[gem™3]  [MeVem™| |em] [MeV]

C 6 227 3,07 188 103
Al 13 27 4,37 89 47
Fe 26 7,87 114 18 24
Pb 82 11,35 12,7 056 7

Beispiel: Fir ein Muon mit P = 1GeV, 8 ~ 1, z; = 1, in Eisen
(x =1 cm dick, Strahlungsldnge X, = 1,8cm) folgt 0y ~ 0,6°. Die
Ablenkung ist also in der Regel sehr klein.

Insbesondere in Gasen ergibt sich damit die Moglichkeit, Teil-
chenbahnen iiber lange Strecken zu vermessen, indem man die Io-
nisation misst. Das ist das Prinzip der Spurdetektoren.
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6.2.2 Bremsstrahlung

Wie schon vom Herz’schen Dipol bekannt, erzeugen beschleunigte
elektrische Ladungen elektromagnetische Wellen. Hochenergetische
geladene Teilchen werden in einem Material besonders stark be-
schleunigt, wenn sie leicht sind und in der Néhe eines (schweren)
Kerns mit hoher Kernladungszahl Z vorbeilaufen. Besonders wich-
tig ist Bremsstrahlung daher fiir Elektronen, da sie die mit Abstand
leichtesten geladenen Teilchen sind.

Als Feynman-Graphen dargestellt entspricht die Aussendung der
elektromagnetischen Welle der Abstrahlung eines Photons vom Elek-
tron im Anfangs- oder Endzustand.

e+ X >e+y+X (6.5)
e Y e 7 ye
e
+
X X X X

Abb. 6.6 Feynman-Diagramme zur Bremsstrahlung.

Aufgabe 6.1: Begriinden Sie anhand von Energie-
und Impulserhaltung, warum ein freies Teilchen kein
Photon abstrahlen kann, sondern die Ndhe eines ande-
ren Teilchens braucht. Argumentieren Sie im Schwer-
punktsystem des freien Teilchens.

In diesen Diagrammen gibt es jeweils 3 Vertizes von Photonen und
Elektronen. Die Rate fiir diese Prozesse ist daher ~ a3. Die Rech-
nungen hierzu sind aufwendig. Als Resultat ergibt sich fiir sehr ho-
he Energien, dass das Energiespektrum der emittierten Photonen
~ 1/E, ist. Gemittelt iiber viele dieser Prozesse in einer Material-
schicht der Dicke dx ergibt sich der Energieverlust des geladenen
Teilchens zu

_ dEBrems

E
N — 6.6
dx XO ( )

Die Anfangsenergie nimmt also exponentiell ab mit der Strahlungs-
linge X, als charakteristische Lénge,

E(z) = B(0) e™2/%0 (6.7)

Dies wird oft auch als Definition der Strahlungslénge verwendet.
Der Energieverlust durch Bremsstrahlung wird fiir Elektronen bei
Energien oberhalb der sogenannten kritischen Energie E. deutlich
wichtiger als der Energieverlust durch Ionisation. Naherungsweise
ist dies fiir Elektronen der Fall bei

E.> E.~600MeV | Z (6.8)



Werte fiir E, sind bei Gl. 6.4 gelistet. Abb. 6.4 zeigt fiir Elektronen
also dominant Bremsstrahlung.
Aus der Formel (Gl. 6.4) fiir die Strahlungsldnge entnimmt man

dEBrems E

dzx m2

Fiir ein Muon z.B. ist Bremsstrahlung bei gleicher Energie daher
um einen Faktor (m./m,)? = (0,5/106)? kleiner und bis zu Energien
von mehreren 100 GeV gegeniiber Energieverlust durch Ionisation
vernachléssigt werden.

Da hochenergetische Teilchen auch in der Nahe eines Kerns nur
wenig abgelenkt werden, fliegen auch die Photonen im Mittel unter
sehr kleinen Winkeln zur Elektron-Richtung. Diese sind typisch von
der Grofsenordnung

0<sm/E (6.9)
6.3 Spurdetektoren

6.3.1 Impulsmessung im Magnetfeld

Der Nachweis der geometrischen Bahnen von Teilchen iiber mog-
lichst lange Strecken ist besonders wichtig, da man so mit sehr
hoher Genauigkeit Teilchenimpulse messen kann. In einem homo-
genen Magnetfeld ergibt sich eine Spiralbahn, aus deren Radius R
die Impulskomponente P, in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld
folgt,
R B

P =03z =T GeV (6.10)
Der numerische Faktor ergibt sich aus der Wahl der Einheiten (m,
T, GeV). Diese Formel gilt auch relativistisch.

Beispiel: Fiir ein Teilchen mit P, = 1000 GeV ergibt sich in einem
Magnetfeld von B = 1 T ein Radius von R = 3000 m. Auf einer
Spurléange von [ = 1 m ist dann die Abweichung von einer Geraden
~ [2/(2R) = 0,5mm. Die geometrische Messung der Teilchenbahn
muss also deutlich besser als diese Linge sein.

6.3.2 Nebelkammern und Blasenkammern

Historisch besonders wichtiges Beispiel sind Nebelkammern und
Blasenkammern: Nebelkammern arbeiten mit unterkiihlten Fliis-
sigkeiten, die kurz vor der Kondensation stehen. Blasenkammern
arbeiten mit {iberhitzten Fliissigkeiten, die kurz vor der Verdamp-
fung stehen. Bei beiden dienen ionisierte Atome und freie Elektro-
nen entlang der Teilchenbahnen als Kondensationskeime fiir Trop-
fen beziehungsweise Gasblasen, dhnlich wie die Rufpartikel aus ei-
ner Flugzeugdiise als Kondensationskeime fiir Kondensstreifen am
Himmel sorgen. Die Tropfen oder Gasblasen kénnen fotographiert

6.3 Spurdetektoren
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und die Bilder spéter geometrisch vermessen werden. Mit diesen
Methoden wurden seit ca. 1930 viele neue Elementarteilchen ent-
deckt.

Kamera

Abb. 6.7
am CERN

g through a
m). The leng
e possible length of a proton path of this ci

Abb. 6.8 Ein positiv geladenes Teilchen dringt von unten in die Ne-
belkammer ein und verliert in einer 6mm dicken Bleiplatte Energie. Die
Reichweite danach ist zu grofs fiir ein Proton. Dies ist die Entdeckung
des e durch Anderson 1933.

Abb. 6.9 Fotographie einer Reaktion in einer Blasenkammer. Die
Dichte der Blasen ist ein Maf fiir den Energieverlust —dE/dzx.



Abb. 6.10 Links: Ausschnitt eines elektromagnetischen Schauers in

einer Blasenkammer mit mehreren Photon-Konversionen in e+ e~ Paare.
Rechts: Elektromagnetischer Schauer

Abb. 6.11 Zerfall eines Pions. Das Pion wird zusammen mit ande-
ren Teilchen erzeugt, stoppt im Detektor und zerféllt anschlieffend in
m = pv,. Das Muon hat nur wenig Energie und stoppt schnell, bevor es
zerfallt in y — evv. Die Spiralbahn des Elektrons wird durch Energiever-
lust immer enger.

6.3 Spurdetektoren
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Abb. 6.13 Erzeugung eines Charm-Hadrons mit anschliefenden Zer-
féllen.
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6.3.3 Gas-Detektoren

In Gasen ist aufgrund der geringen Dichte die Wechselwirkung ge-
ladener (und auch neutraler) Teilchen gering, so dass ihre Bahnen
kaum gestort werden und Impulse mit hoher Prézision gemessen
werden kénnen. Allerdings ist die Anzahl ionisierter Atome in der
Regel (bei Normalbedingungen) gering, so dass Mechanismen der
“Gasverstarkung” notwendig sind, um messbare Signale zu erzeu-
genS.

Drahtkammern: Hier werden in dem Gasvolumen diinne Dréh-
te gespannt und auf hohes positives elektrisches Potential gesetzt.
Werden nun durch ein hochenergetisches Teilchen Paare von Elek-
tronen und Ionen erzeugt, so driften die Elektronen zum Draht.
Nahe am Draht ist das elektrische Feld sehr hoch (E ~ 1/Radi-
us), die Elektronen werden stark beschleunigt und sind in der Lage, Abb. 6.14
weitere Atome zu ionisieren. Die dadurch frei werdenden Elektro- Gasverstirkung nahe am
nen werden durch das F-Feld ebenfalls stark beschleunigt, so dass  ppant.
durch viele derartige Prozesse eine Lawinenbildung entsteht. Auf

diese Weise kann die Anzahl der primér entstandenen Elektronen —
um einen Faktor 10-10000 erhéht werden, so dass empfindliche und : it <
rauscharme Verstéirker in der Lage sind, ein Signal auf dem Draht ~= o)
ZU messen.
In einem homogenen elektrischen Feld ist - weit entfernt vom « : > >
Draht - die Driftgeschwindigkeit nahezu konstant (typisch 5cm/us). E-Feld klein CES o
Driftstrecke Gasverstirkung

Daher kann aus dem Zeitunterschied zwischen Durchgang des pri-
méren Teilchens und Signalankunft am Draht der Abstand des pri- Abb. 6.15
maren Teilchens vom Draht berechnet werden. So konnen Ortsauf-  Drift von Elektronen zum
16sungen bis zu 100 pum erreicht werden. Draht.
In Driftkammern wird in der Regel eine Spur an mehreren Dut-
zend Dréhten gemessen, so dass aus der Ortsauflosung je Draht
und der Anzahl der Messungen die Messgenauigkeit fiir den Impuls
senkrecht zu den Dréhten folgt. Daher werden die Dréhte parallel
zum Magnetfeld gespannt.

6 Typisch sind dies entsprechend der Bethe-Bloch-Formel in einem Gas pro
cm Weglénge

— -1 2
N dE/deQMCVg cm 1073 g3:200/cm (6.11)

N,
¢ I 10eV cm

Elektronen, also zu wenig Ladung fiir normale Elektronik.
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H1 Central Jet Chamber

Abb. 6.16 Teilansicht der Driftkammer des Hl-Experiment am HE-
RA Beschleuniger bei DESY. Die zylinderférmige Kammer umgibt das
Strahlrohr. Die Drahte sind entlang der Achse des Zylinders parallel zum
Magnetfeld gespannt.

Abb. 6.17 Innenansicht der Driftkammer des H1-Experiment am HE-
RA Beschleuniger bei DESY.
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22.9.80

Abb. 6.18 Ereignis in der Driftkammer des JADE Experiments am
PETRA Beschleuniger bei DESY. Man erkennt drei Biindel von Teilchen
(Jets). Aus solchen Ereignissen wurde auf die Existenz von Gluonen ge-
schlossen, ete™ - ¢qqg.
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Abb. 6.19 Gasverstarkung als Funktion der Anodenspannung bei
Gasdetektoren. Je nach Spannung am Draht unterscheidet man Ionisati-
onskammern (ohne Gasverstérkung), Driftkammern mit nahezu linearer
Gasverstarkung und Geiger-Miiller-Zahler.

6.3 Spurdetektoren
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FB _>L ift
y >
« \>
charged
track
Abb. 6.20

Schema ener TPC.
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TPC: Ein anderes Prinzip wird bei einer “Time Projection Cham-
ber” verfolgt. Hier wird ein starkes elektrisches Feld parallel zum
Magnetfeld angelegt. Die primér erzeugten Elektronen und Ionen
driften iiber lange Strecken zu den Enden des Gasvolumens und
werden dort iiber Drahtverstarkung oder andere Mechanismen nach-
gewiesen. Hierdurch ergibt sich ein zweidimensionales Bild der Teil-
chenbahnen an den Enden der Kammer. Die Koordinate senkrecht
dazu wird aus der Ankunfszeit der Signale an den Enden gemessen,
so dass insgesamt ein dreidimensionales Bild entsteht.

Schema der ALICE TPC (CERN)

Readout chamber

sal strips & guar
Potential strips & gua
HvV membrane -

—_—

d rings below

HV insulation gaps

Abb. 6.21 Die TPC des ALICE Epxeriments am LHC am CERN.

Abb. 6.22 Bild eines Ereignisses in der TPC des ALEPH Experiments
am LEP Beschleuniger am CERN, e*e™ - ¢q.
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Abb. 6.23 Bild eines Ereignisses in der TPC des ALICE Experiments
am LHC. Das Bild zeigt die Kollision zweier Gold-Kerne bei TeV Ener-
gien je Nukleon.
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6.3.4 Halbleiter-Detektoren

Die zentrale Komponente in fast jedem modernen Detektor besteht
aus diinnen Halbleitern, die an den Oberflachen durch Metallfla-
chen fein segmentiert sind. Da in Silizium der Bandabstand nur
1.1 eV betragt, erzeugt ein hochenergetisches Teilchen bereits im
Mittel bei einem Energieverlust von dE/dx = 3¢V ein Elektron-
Loch Paar. In typisch 0,3mm dicken Si-Kristallen werden daher
von einem MIPS 30000 Elektron-Loch-Paare erzeugt, so dass keine
weitere Ladungsverstarkung notwendig ist.

Verstarker

Sio,

Strip pitch, P4

Implant width, W4

: l.-’ ",.,:
| | EEEE ristall
| n-Typ

Rulckseite:n*

(typ. 300um)
]
g
]

+ Betriebsspannung
Abb. 6.24 Prinzip eines Halbleiter-Detektors.

Die Elektronen (oder Locher) driften dann durch eine duftere Span-
nung zu den Metallkontakten. Da die Driftstrecken sehr klein sind,
entstehen die Signale in weniger als 10 ns. Da die Metallkontakte
fein segmentiert werden koénnen, sind Ortsauflosungen im Bereich
5 pum moglich. Verwendet werden Streifendetektoren und Pixelde-
tektoren.

etinent atthe 1 C CLEN

Abb. 6.25 Eines der ersten Ereignisse, das am LHC mit dem CMS
Silizium-Detektor gemessen wurde.
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Abb. 6.28
Verkabelung des CMS Strei-
fendetektors.

Abb. 6.29 CMS Pixel-Detektor.
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Kern

Abb. 6.31
Feynman-Diagramm fiir ete”
Paarbildung im Feld eines
Kerns.
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6.4 Photonen und elektromagneti-
sche Schauer

Photonen wechselwirken mit Atomen hauptsédchlich durch Photo-
effekt, Compton-Effekt oder Paarbildung.

Photoeffekt: Hierbei wird das Photon absorbiert und iibertréigt
seine Energie F., in der Regel auf ein einzelnes Elektron. Ist E,
grofer als die Bindungsenergie, wird das Atom ionisiert.

Y teIiille - e;rei (612)

Der Wirkungsquerschnitt fiir Photoeffekt zeigt daher charakteristi-
sche Kanten in der Energieabhéngigkeit, die die Energieniveaus des
Atoms kennzeichnen. Der Wirkungsquerschnitt fillt steil mit £,
und dominiert bei kleinen F.,.

Tphoto ~ 27 BT fir B, <m, (6.13)

~ 75 Bt fiir E, > m, (6.14)

Compton-Effekt: Bei hoheren Energien wird das v an Elektronen
gestreut,

7Y t €Hiille ™ 7Y T Efrei (6~15)
g Y v ¢
e e e 5
Abb. 6.30 Feynman-Diagramme fiir Compton-Effekt.
Fiir hohe Energien F. >» m, féllt der Wirkungsquerschnitt mit .,

1 2E., 1
Oeryorery M 7ra2m B (ln m’Y + 5) (6.16)
elvy e

Paarerzeugung: Hierbei erzeugen Photonen im Feld eines Kerns
X ein ete~-Paar,
v+ X »>efe+ X (6.17)
Die Mindestenergie hierfiir ist
E,22m, (6.18)

Ein freies v kann ohne Stofpartner nicht in reelle e*e -Paare
zerfallen. Der Kern erhélt einen Riickstofs. Die Paarbildung ist der
dominante Effekt bei grofen F,. Fir E, > 2m, gilt

7 1 _T =z
wir = [(z) =1y e % 6.19
or 9 Xong = l@)y=her (6.19)
Hierbei ist ng die Dichte der Kerne, ng = \}i ﬁiﬂ; Der Wirkungs-

querschnitt wird also unabhéngig von der Photon-Energie.
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by T I I I I I
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Abb. 6.32 Wirkungsquerschnitt fiir Photonen in Blei.

Abb. 6.32 zeigt die Beitrdage fiir Photoeffekt, Compton-Effekt und
Paarbildung als Funktion der Energie ..
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6.5 Hadronische Schauer

Abb. 6.33
Elektromagnetischer Schauer.

Abb. 6.34
Skizze eines hadronischen
Schauers.

Abb. 6.35
Erzeugung eines Jets aus Ha-
dronen in einer Blasenkam-

mer.
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Elektromagnetische Schauer Bei grofsen Elektronenergien F, oder
Photonenergien F, dominieren Bremsstrahlung und Paarbildung.

et ey y-oefe (6.20)

Es ensteht eine Lawine neuer Teilchen, in der sich diese Prozes-
se jeweils abwechseln. Erst fiir Photonen mit E, < 2m, entfallt die
Paarbildung und Elektronen werden nur noch durch Compton- und
Photoeffekt freigesetzt. Fiir Elektronen mit F, < E,. wird Brems-
strahlung weniger wichtig als Ionisation, so dass bei kleinen Energi-
en im Schauer insgesamt die Energie durch Ionisation im Detektor
deponiert wird. Die typische Anzahl der e* und + im Schauer ist
daher

E N E
2m. T 1MeV

Ney ® cONst (6.21)

Abb. 6.10 zeigt die Photographie eines elektromagnetischen Schau-
ers in einer Blasenkammer.

6.5 Hadronische Schauer

Hadronen bestehen aus Quarks und Gluonen. Sie reagieren au-
fser durch elektromagnetische und schwache Wechselwirkung auch
durch die starke Wechselwirkung mit Atomkernen. Bei elastischen

Wechselwirkungen von Hadronen mit dem Detektormaterial wie
z.B.

p+Kern - p+Kern (6.22)
T™+p > TE+p (6.23)

wird kinetische Energie auf den Kern beziehungsweise das Proton
iibertragen, aber es werden keine weiteren Teilchen erzeugt. Ober-
halb der Schwellenenergien zur Erzeugung neuer Teilchen iiberwie-
gen aber inelastische Reaktionen wie z.B.

p+p->p+p+rt+w (6.24)

Durch inelastische Reaktionen werden, wie in Abb. 6.34 und Abb.
6.35 gezeigt, hadronische Schauer ausgelost. Die Schauerbildung
stoppt, wenn die Schwellenenergien zur Bildung neuer Teilchen un-
terschritten werden (typisch im GeV Bereich). Diese Energie ist viel
hoher als die entsprechenden kritischen Energien bei elektromagne-
tischen Schauern, so dass in hadronischen Schauern nur relativ we-
nige zusatzliche Teilchen erzeugt werden.

In hadronischen Schauern werden haufig 7° Mesonen erzeugt,
die nach sehr kurzer Zeit in Photonen zerfallen, 7 — ~~. Diese
erzeugen wiederum durch Paarbildung e*e~ Paare, so dass in ha-
dronischen Schauern fast immer auch elektromagnetische Schauer
vorhanden sind.



Fiir den Wirkungsquerschnitt fiir Hadronen in Materialien gilt

0 = Oelastisch T Oinelastisch (625)

Da die Reichweite der starken Wechselwirkung zwischen Hadronen
und Kernen sehr klein ist, ergibt sich fiir die freie Weglidnge

1

0 NKern

A:

(6.26)

bis zur néchsten hadronischen Wechselwirkung (die Wechselwir-
kungslénge) z.B fiir Eisen A = 17,6 cm. Die Strahlungslénge in Eisen
zum Vergleich betrégt 1,8 cm. Hadronische Schauer bilden sich in
Materialien also typisch erst viel tiefer im Material.

6.6 Kalorimeter

Die Energiemessung von Elektronen und Photonen erfolgt bei ho-
hen Energien durch die Messung ihrer elektromagnetischen Schauer.
Die vielen hierbei entstehenden e* und Photonen deponieren gegen
Ende des Schauers ihre Energie in Form von Ionisation und Anre-
gung von Atomen. Es ist ausreichend, diese Energie in ihrer Summe
zu messen, so dass relativ grob strukturierte Detektoren verwendet
werden kénnen. Giinstig sind Materialien mit hoher Kernladungs-
zahl Z.

In hadronischen Schauern werden weniger neue Teilchen erzeugt,
aber auch hier gilt das Prinzip, dass sich die zu messende Energie
der urspriinglichen Hadronen durch die Summe der im Detektor de-
ponierten Energien (Ionisation, Photonen, ..) rekonstruieren lésst.

Wichtig ist in jedem Fall, dass alle Energie der Teilchen absorbiert
werden muss. Hierfiir werden Kalorimeter verwendet, die ausrei-
chend hohe Dichte und Kernladungszahl haben und mehrere Meter
dick sind.

Einfache Detektoren fiir Kalorimeter sind Szintillatoren. Diese
bestehen z.B. aus Plexiglas oder anderen Materialien, in denen An-
regungsenergien effizient in Form von Licht abgegeben werden. Hau-
fig haben diese Materialien aber eine zu kleine Dichte und Kern-
ladungszahl, so dass sie z.B. zwischen diinnen Bleiplatten als Ab-
sorber eingefiigt werden. In diesen findet dann die Schauerbildung
statt und die entstehenden Teilchen werden in den Szintillatorplat-
ten gemessen. Hierbei bleibt aber immer die im Absorber deponierte
Energie nicht messbar, so dass die relative Auflésung der Energie-
messung fiir elektromagnetische Schauer ca.

oE 10%

— 6.27

E E/GeV (6:27)
und fiir hadronische Schauer

0B, Tk (6.28)

E  \/E/GeV '

6.6 Kalorimeter

Szinfillator
(blaues Licht)

Abb. 6.36
Schema eines

Wellenlangen-
schieber
(von blau nach grun)

Hadron-

Kalorimeters mit Szintillato-

ren und Eisenplatten.
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betragt.

Speziell fiir elektromagnetische Schauer eignen sich Bleiglas oder
transparente Kristalle aus schweren Elementen. Das CMS Expe-
riment am LHC benutzt Kristalle aus PbW Oy. In ihnen ist die
Dichte fast wie in Blei, so dass auch Elektronen oder Photonen mit
102 GeV Energie auf ca. 20 cm Liange komplett absorbiert werden.
Die Energieauflosung betriagt etwa 2,5%//E[GeV.

—— -
Abb. 6.37 Elektromagnetisches Kalorimeter des CMS Experiments
(links) und Simulation eines elektromagnetischen Schauers in mehreren
Kristallen (rechts).

6.7 Detektorkonzepte und Identi-
fizierung von Teilchen

Zur Energie und Impulsbestimmung stehen verschiedene Detektor-
typen zur Verfiigung:

e Der Impuls kann fiir geladene Teilchen durch die Kreisbahn
im Magnetfeld, also durch Spurdetektoren, bestimmt werden.

e Die Energie kann in Kalorimetern fiir alle langlebigen Teilchen
aufker Muonen und Neutrinos gemessen werden.

e Flugzeitmessungen konnen benutzt werden, um die Geschwin-
digkeit zu messen. Falls die Geschwindigkeit klein genug ist,
kann hieraus direkt v und v/ und damit bei bekannter Masse
auch Energie und Impuls bestimmt werden.

e Cherenkov-Detektoren nutzen aus, dass Teilchen mit Geschwin-
digkeit v > n-c in Materialien mit optischem Brechungsindex n
eine charakteristische Strahung aussenden. Auch damit kon-
nen bei Teilchensorten identifiziert werden.

Im Umkehrschlufs kann aus zwei dieser vier Messungen iiber die
Beziehung
m? = B? - j?

auch die Masse bestimmt und damit das Teilchen identifiziert wer-
den. Bei hohen Energien geht das allerdings nicht mehr, da die
relativen Unterschiede zwischen Energie und Impuls kleiner als die
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Messfehler werden, und die Masse so nicht mehr genau genug be-
stimmt werden kann.

Die wichtigsten Teilchen unterscheiden sich aber auch in ihrer
Wechselwirkung mit Detektormaterialien.

Elektronen und Photonen erzeugen elektromagnetische Schauer,
die in Materialien mit hohem Z schnell abklingen und hohe
Teilchendichten haben.

Muonen dagegen machen fast keine Bremsstrahlung und keine ha-
dronischen Wechselwirkungen und durchdringen daher auch
mehrere Meter Material mit nur wenigen GeV Energieverlust.

Schwere Teilchen wie b-Quarks, c-Quarks und 7-Leptonen haben
Lebensdauern im ¢r » mm- Bereich und koénnen iiber ihre
Wegstrecke zum Zerfallsvertex identifiziert gefunden werden.
Noch kurzlebigere Teilchen (W,Z,t, H) sind oft durch cha-
rakteristische Zerfallsprodukte und die Rekonstruktion ihrer
Massen zu identifizieren.

Moderne Teilchendetektoren an hochenergetischen Beschleuni-
gern machen sich diese Unterschiede zu Nutze. Sie bestehen (wie
eine Zwiebel) aus mehreren Schichten von innen nach aufen:

e Innen werden hochauflésende Spurdetektoren (z.B. Pixel- De-
tektoren) verwendet, um Zerfallslingen kurzlebiger Teilchen
ZU messen.

e Etwas weiter aufsen werden Spurdetektoren aus mehreren La-
gen (Drahte oder Si-Detektoren) verwendet, um im Magnet-
feld Impulse zu messen. Hierzu sind bei hohen Impulsen Teil-
chenbahnen mit einer Lange im Meter-Bereich notwendig. Al-
le diese Spurdetektoren miissen aus wenig Material mit klei-
ner Kernladungszahl bestehen, um moglichst Energieverluste
oder gar Schauer der zu messenden Teilchen zu vermeiden,
die die Impulsmessung storen wiirden.

e Fin elektromagnetisches Kalorimeter aufserhalb des Spurkammer-
Bereichs folgt weiter auften. Es muss aus Materialien mit ho-
her Kernladungszahl bestehen, da hierfiir X << Apadronisch 1St.
Hierdurch werden kurze elektromagnetische Schauer erzeugt,
wahrend hadronische Schauer mit grofser Wahrscheinlichkeit
erst spater beginnen und tiefer eindringen. Dies ist das wich-
tigste Kriterium zu Identifizierung von Photonen und Elek-
tronen.

e Weiter auflen folgt ein hadronisches Kalorimeter mit einer
Dicke von 1-2 Metern, um hadronische Schauer komplett zu
absorbieren.

e Umgeben ist dieser Aufbau zumeist von einer supraleitenden
Solenoid-Spule, die ein Magnetfeld von mehreren Tesla paral-
lel zur Strahlachse erzeugt.
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e Als Riickflufsjoch fiir das Magnetfeld dienen massive Stahl-
platten weiter aufien. Sie sind mit mehreren Lagen aus Drift-
kammern oder anderen Spurdetektoren versehen, um Muonen
nachzuweisen, die als einzige Teilchensorte so viel Material
durchdringen kann.

FORWARD MUON CHAMBERS CRYSTAL ECAL
CALORIMETER 2
=

Total Weight @ 12,500t SUPERCONDUCTING RETURN YOKE

Overall Diameter: 15.00m col

Overall Length : 21.60m CNG-PARA-001-200587 PP
Magnetic Field “4Tesla

Abb. 6.38 Schnitt durch den CMS-Detektor.

om m m 3m am 5m 6m 7m
Key:
Muon
Electron
Charged Hadron (e.g. Pion)
— — — - Neutral Hadron (e.g. Neutron)
----- Photon
silicon il
Tracker Hb
Electromagnetic 1M
)\“l Calorimeter Lt E
Hadron Superconducting A
Calorimeter Solenoid E
Iron return yoke interspersed (LILfl &
Transverse slice with Muon chambers E
through CMS 19

Abb. 6.39 Schnitt durch den CMS-Detektor. Zu sehen ist die Reak-
tion verschiedener Teilchen in den inneren Si-Detektoren, dem elektro-
magnetischen und hadronischen Kalorimeter sowie dem Muon-System.
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7.1 Schrodinger-Gleichung

Grundlage der nicht-relativistischen Quantenmechanik sind die de-
Broglie Beziehungen F = hw, P = hi fiir Energie und Impuls eines
Teilchens und dessen Kreisfrequenz und Wellenlénge. In natiirlichen
Einheiten (h = 1) lauten sie

| E=w P=Fk| (7.1)

Ersetzt man in der nicht-relativistischen Energie-Impuls Beziehung
fiir freie Teilchen

P2
= 7.2
5 (7.2)
Energie und Impuls durch die Operatoren
E—id, P->-iv (7.3)

und wendet das Resultat auf eine Wellenfunktion v (Z,t) an, so folgt
die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen,

. 1
i) = 5~V (7.4)
Losungen sind ebene Wellen,
¥ =g e—i(wt—fci) = 1o e—i(Et—ﬁi) (7.5)

Setzt man dies in die Schrédinger-Gleichung ein, so erhélt man mit
Oph = —i B, Vi =Py und V24 = —P2y die Gleichung
2
BY=2
m
Dies ist aufgrund der nicht-relativistischen Energie-Impuls Bezie-
hung (Gl. 7.2) erfiillt fiir beliebige Zeiten und Orte.

Die Schrodingergleichung gilt aber nicht relativistisch, da Gl. 7.2
nur eine nicht-relativistische Néherung fiir die kinetische Energie
ist. Das Problem liegt insbesondere darin, dass in der Schrédinger-
Gleichung eine einfache Zeitableitung mit einer zweifachen Orts-
ableitung vermischt wird. Anders als in der Relativitatstheorie wer-

den also Zeit- und Ortskoordinaten nicht gleichberechtigt behan-
delt.

7.1 Schrodinger-Gleichung
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7.2 Klein-Gordon-Gleichung

Um zu einer relativistischen Quantenmechanik iiberzugehen, wer-
den alle wesentlichen Aspekte beibehalten:

e die Kopenhagener Deutung zur Wahrscheinlichkeit von Mes-
sergebnissen, Unschérferelation, etc.

e Wellenfunktionen als Losungen von Bewegungsgleichungen.
Insbesondere fiir freie Teilchen treten ebene Wellen auf,

W = o e HEPE) (7.6)

Insbesondere ist die Phase der ebenen Welle bereits ein Pro-
dukt zweier 4-er Vektoren und damit Lorentz-invariant,”

px= (1E3) (;) - Bt - P (7.7)

e Die Energie- und Impulsoperatoren bleiben unverdndert wie
in GI. 7.3.

Insgesamt ist so gewdhrleistet, dass sich im nicht-relativistischen
Grenzfall wieder die Schrédingergleichung ergibt.

Ziel ist es, eine relativistische Verallgemeinerung der Schrédinger-
Gleichung zu finden. Jede solche Bewegungsgleichung fiir ein freies
Teilchen muss offenbar Zeit- und Ortskoordinaten (Energie- und
Impulskoordinaten) gleich behandeln, um auch relativistisch giil-
tig zu sein. Hierfiir startet man anders als bei der Schrédinger-
Gleichung von der relativistischen Energie-Impuls Beziehung

E? = P?+m? (7.8)

Ersetzt man Energie und Impuls durch die gleichen Operatoren wie
im nicht-relativistischen Fall (Gl. 7.3) und wendet das Resultat auf
eine Wellenfunktion ®(Z,t) an, so erhdlt man

~02® = —v2D + m2d

Mit dem d’Alembert Operator O = 97 — V2 erhilt man die Klein-
Gordon-Gleichung,

(O+m?)®=0 (7.9)

Sie gilt fiir relativistische Spin-0 Teilchen. Loésungen sind wieder
ebene Wellen, i
@(:E) _ CI>0 e—i(Et—Pa’;)

"Dadurch bleibt z.B. das Interferenzmuster beim Dopplespaltexperiment auch
aus einem schnell bewegten System heraus beobachtet unveréndert.



Aufgabe 7.1: Zeigen Sie, dass Einsetzen der ebenen
Welle in die Klein-Gordon-Gleichung wieder die rela-
tivistische Energie-Impuls Beziehung (Gl. 7.8) liefert.

Fiir den speziellen Fall ohne Masse, m = 0, erinnert die Klein-
Gordon-Gleichung sehr an die Bewegungsgleichung fiir elektroma-
gnetische Wellen, z.B. oE =0, die jaim Grunde masselose Photonen
beschreibt, die sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen.

Die Wellenfunktion & ist im einfachsten Fall eine einfache Funk-
tion von Ort und Zeit und hat in diesem Sinne nur einen Freiheits-
grad. Die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt daher Spin-0 Teil-
chen.

Im Folgenden wird die relativistische Schreibweise benutzt fiir
4-er Vektoren, und es werden 4-er Ableitungen benutzt. Fiir den
Impuls als Beispiel soll gelten

v-(5)  ne () (7.10)

Die Einstein’sche Summenkonvention soll gelten, bei der iiber dop-
pelt auftretende Indizes summiert wird, wenn sie oben und unten
stehen. Damit ist das Skalarprodukt einfach

p? = pupt = p'p, = E? - P? (7.11)

Analog ist z# = (¢,Z) und z,, = (t,-Z). Die Phase der Wellenfuktion
ist dann einfach

@' P, = x,P" = Bt — P% (7.12)

Die 4-er Ableitung ist als Verallgemeinerung des Nabla-Operators

definiert,
oM = (_8%) Oy = (%) (7.13)

Die Vorzeichenkonvention vor V is so gewahlt, dass der 4-er Impuls-
operator mit (E = id,, P = —iV) einfach geschrieben werden kann
als

pH =io* Py = 10, (7.14)
Damit ist dann der d’Alembert-Operator gleich
O0=0}-V?=0,0" (7.15)

und die Klein-Gordon Gleichung

(0,0" +m?) @ =0 (7.16)

Diese Notation wird bei der Dirac-Gleichung sehr niitzlich werden.

7.2 Klein-Gordon-Gleichung
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7.3 Dirac-Gleichung

In relativistischen Wellengleichungen kénnen Ort- und Zeitablei-
tungen nur gleichberechtigt auftreten. Wéahrend die Klein-Gordon
Gleichung quadratisch in den Ableitungen ist, hat Paul Dirac be-
reits 1928 eine Gleichung postuliert, die linear in den Ableitungen
(und damit den 4-er Impulsoperator und der Masse m) ist,

(iv° 0, +iHV —m)1p =0 (7.17)

oder mit der 4-er-Ableitung

(in" 0, -m) ¢ =0 (7.18)

Hierbei sind die vier Komponenten von

Abb. 7.1
Paul Dirac ~0
(Quelle: Wikipedia). = 5 (7.19)

zunachst unbekannte mathematische Objekte. Da in natiirlichen
Einheiten sowohl die Masse m als auch die Ableitungen die Dimen-
sion einer Energie (eV) haben, folgt, dass die Faktoren °, 7 keine
Dimension haben und daher Konstanten sind.

Mathematisch findet man, dass diese Gleichung tatséchlich nur
dann fiir ebene Wellen zur relativistischen Beziehung E? = m? + P2
fithrt, wenn jeder der vier Faktoren 7% und ~; nicht einfach eine
Zahl ist.

Im Folgenden soll gezeigt werden:

e Fiir vier Raum-Zeit-Dimensionen folgt, dass jede der vier -
Matrizen eine 4x4 Matrix und v ein 4-komponentiger “Spinor”
sein muss.

e Die Gleichung sagt Spin—% Teilchen voraus.

e Die entsprechende Gleichung mit elektromagnetischer Wech-
selwirkung zeigt, dass jeweils zwei der Losungen zu unter-
schiedlichen Vorzeichen der elektrischen Ladungen gehoren
miissen. Die Dirac-Gleichung sagt daher Teilchen und Anti-
Teilchen voraus.

Dieser fundamentalen Vorhersage von Paul Dirac (1928, Nobelpreis
1933) folgte Jahre spéter die Entdeckung des Anti-Elektrons durch
C.D. Anderson (1932, Nobelpreis 1936).

Experimentell findet man, dass z.B. Elektronen und Anti-Elektronen
die gleiche Masse m haben. Aufterdem haben beide Teilchen als Spin
1/2 Fermionen zwei Polarisationsrichtungen. Insgesamt beschreibt
daher die Dirac-Gleichung korrekt alle 4 Freiheitsgrade.

Eine detailierte Diskussion der Dirac-Gleichung wird erst in Vor-
lesungen zur fortgeschrittenen Teilchenphysik erfolgen. Im Folgen-
den werden nur die grundsétzlichen Eigenschaften besprochen.
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7.3.1 Algebra und Hamilton

Die Dirac-Gleichung soll fiir ebene Wellen die relativistische Energie-
Impulsbezichung £2- P2-m?2 = 0 und damit auch die Klein-Gordon
Gleichung erfiillen.

Wendet man —(iv” 9, + m) von links auf die Dirac-Gleichung an,
so erhélt man

(0, v*0,, + m*)p = (v*¥*0,0, + m*)p = 0 7.20
1 1t

Vertauschung der Summationsindizes p < v ergibt (y#470,0, +
m?2)y = 0. Addiert man beide Gleichungen so erhélt man

(%(’Y“’YV +9"y") 0,0, + mZ) V=0 (7.21)

Dies ist genau dann die Klein-Gordon Gleichung (9*9,, + m?)y = 0,
wenn die Klammer mit den y-Matrizen gleich 2 ist fiir p = v = 0,
gleich -2 ist fiir u =v =1,2 oder 3, und gleich 0 ist fiir alle anderen

Félle. Dies léasst sich schreiben als
1 m

,_y,u,.yl/ + ,yl/,y# — 29/»“’ . ]4 mit gl“’ = 1 (722)
-1
mit der 4 x 4 Einheitsmatrix I, oder kurz als Anti-Kommutator,

(") = 20" (7.23)

Diese Clifford-Algebra ist eine notwendige Bedingung fiir Lorentz-
Invarianz. Aus ihr folgt insbesondere (mit i = 1,2,3)

(")P=L  ()=-1 == (7.24)

Multipliziert man die Dirac-Gleichung (i7°9; + i3V —m)v = 0 von
links mit 7° und benutzt (7°)2 =1, so folgt

0 = Hp = =i 5V +mA° v (7.25)

Der Hamiltonoperator der Dirac-Gleichung ist also

H =~"3P + m~° (7.26)

7.3.2 Bestimmung der y-Matrizen

Wegen den Antikommutator-Beziehungen in Gl. 7.23 sind die #
keine einfachen Zahlen. Dirac hatte die Idee, vier verschiedene nxn
Matrizen anzusetzen. Wiederum aus Gl. 7.23 folgt dann fiir die Spur
(Tr)® und die Hermitezitét? der Matrizen

Tr(y*)=0 ("M)=" ()= (7.27)

8 Fiir p # 0 gilt z.B. v#4° = —4%* und damit * = —y%v#~° sowie Tr(y*) =
~Tr(y°v#4°) = ~Tr(°4°y*) = ~Tr(+*), so dass Tr(y*) = 0. Hier wurde
benutzt, dass man die Reihenfolge der Matrizen unter einer Spur zyklisch
vertauscht werden darf, Tr(AB) = Tr(BA).

Da der Hamiltonoperator H in Gl. 7.26 links hermitesch sein muss, sind
auch die Matrizen rechts hermitesch, also 4° = (4°)T und %% = (y%9%)T =
(v)T(v®)". Multipliziert man die letztere Gleichung von links mit 4° und
benutzt (7°)? = 1, folgt aukerdem ~* = 40(7)T70 = —(77)T4990 = —(5%).

9

7.3 Dirac-Gleichung

Forderung nach relativi-
stischer Invarianz

Clifford-Algebra
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Man kann zeigen, dass fiir n = 2,3,5,7, ... keine Matrizen diese Kri-
terien erfiillen.

e n = 2: Die drei Pauli-Matrizen o; bilden bereits einen vollstan-
digen Satz von spurlosen, antikommutierenden 2 x2 Matrizen.
Fiir 4% = o miisste sich 4" damit als eine Linearkombination
der Pauli-Matrizen und der Iy ausdriicken lassen. Eine solche
Matrix antikommutiert aber nicht mit den Pauli-Matrizen.
Daher kann fiir n = 2 die Clifford-Algebra GIl. 7.23 nicht er-
fillt sein.

e n = 3,5,... (ungerade): Da ~Y hermitesch und (7°)? = 1 ist,
sind die Eigenwerte von ~° gleich £1. Wegen T'r(~°) = 0 miis-
sen gleich viele Eigenwerte mit +1 wie mit —1 auftreten, so
dass nur eine gerade Anzahl von Eigenwerten moglich ist. Da-
mit ist n gerade.

Die kleinste mdogliche Dimension der y-Matrizen ist also 4x4. Damit
ist die Dirac-Gleichung zu lesen als

(i7" 0y = m I4)1 = 04
Hier ist v ein vier-komponentiger Spinor,

(G

_| ¥

o=y (7.28)
(N

der vier verschiedene Freiheitsgrade beschreibt, die jeweils die Klein-
Gordon Gleichung erfiillen.

Es gibt verschiedene explizite Darstellungen der ~-Matrizen, die
die Clifford-Algebra erfiillt. In der Regel benutzt man dafiir die
standard Pauli-Matrizen

) ) ) e

um die 4 x 4 Matrizen in etwas iibersichtlicherer 2 x 2 Form zu
schreiben. Im Folgenden wird die sog. Weyl-Darstellung benutzt,

1 . o;
0 _ i I3 . .
~? = ([ ), vt = (_Ui ) fir 1=1,2,3 (7.30)

Hier ist I die 2 x 2 Einheitsmatrix. Man kann leicht nachpriifen,
dass diese Matrizen die Clifford-Algebra erfiillen. Setzt man hier
die Pauli-Matrizen ein, so ergeben sich die 4 x 4 Gamma-Matrizen

0010 0 0 01
000 1 0 0 10

0 _ 1 _

T 1000 Yo -100 (7.31)
0100 10 00
0 00 —i 001 0
00 i 0 000 -1

2 _ 3 _

T7lo i 0 0 TTl1 00 0 (7.32)
00 0 0 10 0




In dieser Weyl-Notation lautet die Dirac-Gleichung

(7.33)

: [ -m 9, +idV) |
(7" 0, —m)y = (z’@t —i6vV  -m ) ¥=0

7.3.3 Drehimpuls und Spin

Fiir ein abgeschlossenes System wie ein einzelnes Dirac-Teilchen
muss der Gesamtdrehimpuls erhalten sein und daher mit dem Hamilton-
Operator

H ="y Pt + my° (7.34)

aus Gl. 7.26 kommutieren. Fiir den Operator des Bahn-Drehimpulses
definiert als

L=7xP (7.35)

findet man jedoch!?
[H,L] = ~°9'[P",7x P]+m[y°, 7 x P] (7.36)
= —iy%xP (7.37)

Es muss also aufser dem Bahndrehimpuls einen weiteren Beitrag
zum Gesamtdrehimpuls geben, der Eigendrehimpuls oder Spin S
genannt wird. Einen ganz dhnlichen Ausdruck wie fiir [ H,L;] findet
man fiir eine Matrix, die nicht vom Impuls oder Bahndrehimpuls
abhingt und daher ein Eigendrehimpuls sein kann,

1 g; =3 _ 1 5’

[H,S]=i"5x P (7.39)

dennl!

Damit folgt, dass fiir genau diese Wahl des Spingperators, ein-
schlieklich des Faktors 1/2, der Gesamtdrehimpuls J

(7.40)

mit dem Hamilton-Operator kommutiert, [H,J] = 0.

0Die y-Matrizen wirken im Spinorraum, der nichts mit dem Orts- oder Im-
pulsvektorraum zu tun hat. Sie kommutieren daher mit den Operatoren 7
und P. Daher ist z.B.

[\°9'P", 7 x P] = 4%y [P", 7 x P]

und

'Vi[Piaeklmlem] 'Yieklm (:Cl[Pi,Pm] + [PZ,:L'Z]Pm)

= iy Oy P™ = —i7 x P

11 [H,S] beinhaltet Ausdriicke wie [y°7*P?, S;]. Gleichung 7.39 folgt daher
aus

7.3 Dirac-Gleichung

i 1 (-0o; o 1(-[os,0; . o .
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7.3.4 Losungen der Dirac-Gleichung

Fir ein freies Teilchen wird eine ebene Welle

¥ = u(P) - ¢ i(E-FT) (7.41)

als Losung erwartet. Hierfiir gilt
9,0 = pu ¥ (7.42)
Fiir den Spinor u, der unabhéngig von Ort und Zeit ist, gilt damit
(v"p - m)u=0 (7.43)

In der Weyl-Darstellung und mit dem Ansatz
_w
u= (UR) (7.44)

lautet diese Gleichung in Matrixschreibweise

-m E-P\ (u I
- =0 7.45
P [ 15
Dies ist allgemein eine gekoppelte Matrix fiir die Komponenten uy,
und ug. Hier wie auch im Folgenden wurden Einheitsmatrizen [
weggelassen, um die Notation zu vereinfachen. Wir verzichten hier
auf die Herleitung einer allgemeinen Losung sondern betrachten

lediglich einige Grenzfille, um die Bedeutung der einzelnen Kom-
ponenten von u zu verstehen.

Ruhesystem Betrachtet wird ein Teilchen in seinem eigenen Ru-
hesystem, d.h. P =0 und £ =m, so dass

(_m m ) (“L) =0 (7.46)
m -m)] \ug
Hiraus folgt sofort u;, = ug. Losungen der Dirac-Gleichung sind also

zum Beispiel

1
W _|0 @ _
ut =1 u'? = (7.47)

— o = O

0

Wendet man nun die z-Komponente des Spin-Operators an, so fin-
det man wegen

1
1fo., 0} 1 -1
Sz‘i(o az)‘i | (7.48)
-1
auch das
1 1
S, u® = 5 u® S, u® = _§u(2> (7.49)

Da der Spin-Operator nicht frei wéhlbar ist folgt, dass Teilchen, die
der Dirac-Gleichung folgen, Spin-1/2 haben.



Helizitdt Allgemein kann man nun einen Lorentz-Boost fiir Spino-
ren formulieren, mit dem die Losungen fiir Spinoren mit beliebigen
Geschwindigkeiten abgeleitet werden kénnen. Diese Spinoren sind
im Allgemeinen keine Eigenzusténde des Spin-Operators. Fiir Teil-
chen, die sich in +2z- Richtung bewegen, sind die Spinoren jedoch
Eigenzustande von S,. Es wird daher der Helizitdtsoperator defi-

niert,
S (o o)
Bl 2|\ 0 op
der die Spin-Komponente parallel zum Impuls p f™"r beliebige Im-
pulsrichtungen beschreibt. Helizitat ist bedeutsam, weil der Spin

zur Drehimpulserhaltung beitréigt.

Ultra-Relativistisch Hier beschranken wir uns darauf, den ultrare-
lativistischen Grenzfall zu betrachten. Im Limes E > m beziehungs-
weise fiir masselose Teilchen, m = 0, entkoppeln die Gleichungen fiir
ur, und ug und es gilt

(E+6P)uy =0 (E-GP)ug=0 (7.50)

Fiir ein Teilchen, dass sich in z-Richtung bewegt, bleibt nur o, iibrig
und man erhélt wegen E = |P| sofort

(1+O’2)UL:0 (1—0'2)ZLR=0 (751)

Ein Teilchen mit sehr groffem Impuls kann also komplett rechtshén-
dig oder komplett linkshéndig sein.

7.3.5 Antimaterie

Bisher haben wir gesehen, dass die Dirac-Spinoren Teilchen mit zwei
verschiedenen Spin-Richtungen beschreiben. Die Dirac-Spinoren ha-
ben aber nicht zwei Komponenten sondern vier. Es stellt sich also
die Frage, welche Zustdnde sich hinter den anderen beiden Frei-
heitsgraden verbergen.

Wir betrachten dazu die Dirac-Gleichung einschliesslich Elektro-

magnetismus. Dazu nehmen wir an, dass genau wie bei der Schrodinger-

Gleichung das Prinzip der 'Minimalen Kopplung’ gilt, d.h., dass
der Impulsoperator erweitert wird um ein Vektorfeld. Allerdings
geschieht das hier direkt fiir den 4-er Impuls. Das 4-er Vektorfeld A
werden wir spaeter mit den elektromagnetischen Potentialen iden-
tifizieren, A = (p, A). Dieses Prinzip werden wir spiter aus der
Eichtheorie des Elektromagnetismus explizit ableiten.

Wir ersetzen also die Dirac-Gleichung (iy#d, —m) ¢ = 0 durch

[17(8, +igA,) ~m] = 0 (7.52)

Eine Losung hierzu findet man, wenn man die Dirac-Gleichung kom-
plex konjugiert, so dass i0; und P = —iV sowie 2 ihr Vorzeichen
relativ zum Massenterm andern. Um zu verhindern, dass 2 und
damit die Impulskomponente P, eine Sonderrolle einnehmen, muss

7.3 Dirac-Gleichung

Helizitat von Fermio-
nen:
A\ =+1 = S parallel P

A=—5= S antiparallel P

=N

Chiralitét (= Handigkeit)
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Anti-Teilchen
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anschliessend von links mit 42 multipliziert werden, und dann ~?2
nach rechts durchgeschoben werden.

Insgesamt ergibt sich ein relatives Minuszeichen zwischen 9, und
iqA,,. Daher folgt fiir

Ve = iy’ (7.53)
die Gleichung
[iv" (0, —iqA,) —m] . =0 (7.54)

Die Bewegungsgleichung fiir die Losungen ¢ und . unterscheiden
sich also gerade um das Vorzeichen des Terms mit der Ladung q.
Dies gilt fiir alle Ladungen aller Eichwechselwirkungen. Daher wer-
den die Losungen v als Felder der Teilchen und die Losungen 1, als
Felder der zugehorigen Antiteilchen bezeichnet. Teilchen und zuge-
horige Antiteilchen haben die gleiche Masse m und unterscheiden
sich nur durch das Vorzeichen der Ladungen.
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8.1 Fermi’s Goldene Regel

Gegeben sei ein Problem mit Hamiltonoperator
H=Hy+V(|F]) (8.1)

wobei Hy der Hamilton-Operator fiir ein freies Teilchen ist und das
Streupotential V' zeitunabhéngig und radialsymmetrisch sein soll.
Im Fall der Streuung eines elektrisch geladenen Teilchens ist V' das
Coulomb-Potential des Streuzentrums.

Ohne dufleres Potential, V' = 0, also fiir ein freies Teilchen, seien
die zeitunabhéngigen Teile der Losungen |uy,), so dass

Hy |u,) = E, |uy) (U | Un) = O, (8.2)
Gesucht wird die Losung der Schrédinger-Gleichung
i0;|¥) = (Ho+V) [¢)) (8.3)

Man kann |¥) als Entwicklung nach ungestorten Eigenfunktionen
ansetzen,

U) =7 en(t) fun) e (8.4)

n

so dass |c,(t)|?> die Wahrscheinlichkeit angibt, das Teilchen zum
Zeitpunkt t im Zustand n mit Energie FE, anzutreffen. Aus der
Schrodinger-Gleichung folgt dann (Produktregel)

i b [un) e B+ 3 By e fun) e E = Y e (Hy + V) un) e B0t
n n )

mit d;c, = ¢,. Wegen Gleichung 8.2 fallen zwei der vier Terme weg
und es folgt

P fun) et =30, Vug) e B (8.5)

Durch Multiplikation von links mit (u,,| erhdlt man

16y, = Z (U |V | uy) cn gt (Em=En)t (8.6)

n
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der Quantenmechanik

Born’sche Niherung
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Mit dem Matrixelement

| M = (th |V [ 1) | (8.7)

ist also

(G = Y My € P En) (8.8)

In diesem sog. Wechselwirkungsbild der Quantenmechanik ent-
sprechen diese Gleichungen der Schrodinger-Gleichung. Die Zeit-
entwicklung ist fiir ein statisches Potential vollig in den ¢, (t) ent-
halten.

Dieses System gekoppelter Differentialgleichungen wird in der so-
genannten Born’schen Ndherung gelost. Betrachtet wird die Streu-
ung im Zeitinterval 7" < t < T. Im Anfangszustand (¢t = -T") soll
das Teilchen in einem bestimmten Zustand ¢ sein, so dass

c(t=-T)=1 cj(t=-T)=0 fiir j#i (8.9)

Es wird angenommen, dass die Storung durch das Potential so klein
ist, dass der Anfangszustand nur wenig entvilkert und andere Zu-
stdnde nur wenig bevolkert werden, so dass

ci(t>-T)=~1 cj(t>-T)~0 fiir j#i (8.10)

Insgesamt entspricht dies der Ndherung, dass eine ebene Welle in
die Reaktion einlduft und nur ein einzelnes Teilchen (Photon) aus-
getauscht wird. In dieser Néherung folgt

Qb= My e/ Em=ED (8.11)

Bei konstanter Storung ergibt die Integration (fir m # i, d.h. fir
gestreute Zusténde)

+T )
icm(T) = My f dt e(Em-EDt (8.12)
-T
= My, FE.E) (e"EmET _ omi(En=E)TY (8 13)
2i sin((E,, — E;)T)

Aus dieser Amplitude fiir den Ubergang von i nach m folgt fiir die
Wahrscheinlichkeit P,,;, das System zur Zeit 7' im Zustand m zu
finden,

2 sin?((E,, - E;)T)

Pri = |Cm|2 = 4|Mmi (B, - E»)Q

(8.15)

Fiir die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit bis t = 7' muss

’2 SiHQ((Em - Ez)T)

(B, )2 (8.16)

P(T)zzpmz=4Z’Mmz
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berechnet werden. Diese Summe betrifft alle internen Freiheitsgra-
de im Endzustand wie Spin, Farbe und die Impulszusténde fiir die
jeweilige Energie. In Streuprozessen sind kontinuierliche Werte der
Energien moglich, so dass zu einem Integral iiber die Energie {iber-
gegangen werden muss. Ist o(F,,) die Dichte der Endzusténde in
einem Energieintervall dF,,, so ist

f dE, 0(Ey) Po (8.17)
sin?((E,, - B;)T)
(Em - Ei)2

P(T)

4 [ dEy |Moul? 0(Epn) (8.18)
Der Faktor o( E) wird “Phasenraumfaktor” genannt. Fiir unendlich
grofe Zeiten T wird das relevante Energieintervall dFE,, beliebig
klein. Dies entspricht der Unschérferelation und fiir lange Zeiten
der Energieerhaltung zwischen Anfangszustand und Endzustand.
Daher kann M,,,; und o(E,,) tiber die Breite des Intervalls als kon-
stant gesetzt werden. Fiir einen messbaren Endzustand der Energie
E,, = E ist mit M,,; = My; (f="final”) also

sin?((E - E;)T)
(E-E)?

P(T) = 4IM4i o(E) [ dE (8.19)

Substituiert man z = E - E;, so ist das Integral im Interval —oo <
FE - E; < oo gleich m-T,
P(T)=47T |Myi|* o(E) (8.20)

Die Ubergangsrate ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro betrach-
tetem Zeitraum, hier also -T'<t < T,

W =2n M o E) (8.21)

Diese Formel ist die Grundlage der Berechnung von Streuprozessen.

e Das Matrixelement My; beinhaltet die Information iiber die
Wechselwirkung zwischen Teilchen und Streuzentrum.

e Der Phasenraumfaktor o(F) beschreibt die Kinematik des
Streuprozesses. Er ist proportional zur Dichte der moglichen
Endzusténde.

Diese Ubergangsrate ist bezogen auf ein einzelnes Strahlteilchen
und ein einzelnes Target-Teilchen. Der Zusammenhang mit dem
messbaren Wirkungsquerschnitt ergibt sich mit Gleichung 5.5,

dN/dt Na

- Ly, e 22
W NN, 0 Vg (8.22)

8.2 Fermi’s Regel im Schwerpunkt-
system

Fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsraten
muss nach Fermi’s Goldener Regel aufer dem Matrixelement auch

»

AE

=13
=13

Abb. 8.1
Unschérfe-Relation bei der
Ableitung der Goldenen Re-
gel.

Fermi’s Goldene Regel
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der Phasenraum und der Fluss der einlaufenen Teilchen berechnet
werden.

Der Phasenraum fiir ein einzelnes Teilchen beschreibt die Anzahl-
dichte der Endzustinde in einem Intervall von F bis E+dFE. Hierzu
gehort ein entsprechendes 3-er Impulsintervall von |P| bis | P|+|dP).
Dies entspricht einer Schale der Dicke |dP| auf der Oberfliche ei-
ner Impulskugel mit Radius |P|, also einem Volumen im Impuls-
raum von 47 P?|dP|. Je groker, bei gleichem Energieinterval, also
der Impuls |P| der Teilchen im Endzustand ist, um so groRer ist
der Phasenraum und der Wirkungsquerschnitt. Der Phasenraum
ist also grofser fiir leichte Teilchen im Endzustand. Bei mehreren
Teilchen im Endzustand miissen deren Phasenraumfaktoren mul-
tipliziert werden. Allerdings sind die 4-er Impulse aufgrund von
Energie- und Impulserhaltung voneinander abhéngig.

Der Fluffaktor der einlaufenden Teilchen entspricht bei einem
Streuprozess der Relativgeschwindigkeit zwischen den Teilchen. Au-
fserdem muss die Normierung der Wellenfunktionen aller Teilchen
beriicksichtigt werden.

All diese Zusammenhénge lassen sich relativistisch invariant for-
mulieren. Insbesondere im Schwerpunktsystem der Prozesse erge-
ben sich folgende einfache Beziehungen:

2 — 2 Streuprozesse Fiir einen Prozess
a+b—->c+d (8.23)

mit zwei Teilchen im Anfangszustand mit Impulsen P, (im CMS

System) und zwei Teilchen im Endzustand mit Impulsen Py ist der
Wirkungsquerschnitt im CMS-System:

do 1 ‘ﬁ)f’ 2
—= = — 8.24
dQ) 6472 s |Pj Ml (8.24)

Hierbei ist wie iiblich die Schwerpunktsenergie s = (a + b)2. Zu be-
achten ist, dass im Falle gleicher Teilchenmassen im Anfangs und
Endzustand | P;| = | Py gilt, so dass der auf den Phasenraum zuriick-
gehende Faktor |Py|/|P;| = 1 ist. Das Matrixelement M ist dimensi-
onslos.

Aufgabe 8.1: Zeigen Sie, dass im ultrarelativi-
stischen Limes jeder Wirkungsquerschnitt mit der
Schwerpunktsenergie fallt, o ~ % Begriinden Sie,
dass dies direkt aus Dimensionsbetrachtungen folgen

muss.

2-Korper-Zerfall Fiir einen Zerfall

a—>b+c (8.25)



im Schwerpunktssystem von Teilchen a mit zwei Teilchen im End-
zustand mit Impulsen |Py| ist die Zerfallsbreite

ar 1 |P|
Ay 3272 m?2

|IM? (8.26)

Wenn das Teilchen a nicht polarisiert ist, gibt es keine Vorzugs-
richtung im Raum. Es kann daher sofort iiber den Raumwinkel
integriert werden, so dass

_ 1Py

B 2
8T my

r IM|? (8.27)

Aufgabe 8.2: Zeigen Sie, dass schwere Teilchen eine
kurze Lebensdauer haben, wenn sie in viel leichtere
Teilchen zerfallen.

8.3 Zerfallsgesetz

Zerfille von Teilchen treten in zwei Spielarten auf:

e Fundamentale Teilchen kénnen nur durch die schwache Wech-
selwirkung zerfallen, d.h. spontan in zwei oder mehr andere
fundamentale Teilchen iibergehen.

e Gebundene Systeme (angeregte Atome, Kerne oder Hadro-
nen) zerfallen entweder elektromagnetisch oder durch die star-
ke Wechselwirkung. Die schwache Wechselwirkung spielt nur
dann eine messbare Rolle, wenn das System bereits im Grund-
zustand ist und der Zerfall durch die anderen Wechselwirkun-
gen nicht moglich ist.

Fiir ein bestimmtes Teilchen, das zur Zeit t; existiert, sei I'dt die
Wahrscheinlichkeit, in einem kleinen Zeitintervall von t; bis ¢; +
dt zu zerfallen. Diese Wahrscheinlichkeit soll unabhéngig von der
Vorgeschichte (Alter) des Teilchens sein, so dass I' eine Konstante
ist. Bei N(t) identischen, voneinander unabhéngigen Teilchen ist
dann die Anderung dN dieser Zahl gegeben durch

dN = ~T N(t) dt (8.28)

Diese Anderung von N(t) muss negativ sein, denn die Anzahl der
noch vorhandenen Teilchen nimmt ab. Die Losung dieser Differen-
tialgleichung ergibt sich aus

N@®) —dN t
— = I'dt 8.29
./N(t:o) N /t:o ( )

8.3 Zerfallsgesetz
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zu
N(t) = Nge 't (8.30)

mit Ny = N(t = 0). Die Anzahl der messbaren Zerfélle ist —dV.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte P(t) ist definiert iiber die Anzahl
der messbaren Zerfalle dN im Zeitinterval von t bis ¢ + dt, relativ
zur urspriinglich zur Zeit ¢t = 0 vorhanden gewesenen Teilchen N,

—-dN N(t)
Pt)dt=—— =T —=dt 8.31
(=S =T 5 (831)
Damit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
P(t) = el (8.32)

korrekt normiert, denn die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Teilchen
irgendwann zu zerfallen ist

fooP(t)dtz fooFe’”dtzl (8.33)
0 0

Die mittlere Zeit bis zum Zerfall ist

<t>= [Tip()di= 1 (8.34)
0 T

Diese Zeitdauer wird daher auch mittlere Lebensdauer 7 genannt!?,

r== (8.37)

Falls ein Teilchen in mehrere Endzustdnde f zerfallen kann, dann
gilt fiir die Partialbreiten I'y

dNy=-TyN(t)dt (8.38)
und daher

dN =) dN 1=T=NT 8.39
> dN; f )
7 7

Das Verzweigungsverhéltnis ("branching ratio’ BR) gibt an, welcher
Prozentsatz der Teilchen in einen bestimmten Endzusténd zerfllt,
Ly

BR; = (8.40)

12 Tm Vergleich dazu ist die Halbwertzeit definiert als die Zeit, bei der die
Anzahl der urspriinglichen Teilchen auf die Hélfte abgenommen hat,

1 - T
N(tyys) = 5No = Noe tya/ (8.35)

so dass

tyys =7 In2=0,6937 (8.36)



8.4 Breit-Wigner Verteilung und virtuelle Teilchen

8.4 Breit-Wigner Verteilung und vir-

tuelle Teilchen

Quantenmechanisch ist die Wellenfunktion eines freien Teilchens in
seinem eigenen Ruhesystem gegeben durch

U(t) = T, e i(Et-Pi) _ Wy emimt (8.41)

denn in diesem System ist P =0und E =m. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist

[T () = [Wol” (8.42)

und damit zeitlich konstant. Fiir Teilchen, die zerfallen, muss aber
gelten

[U(E)* = [Wof* e (8.43)
Daher muss die Wellenfunktion veréndert werden. Mit dem Ansatz
U(t) = Wye it (8.44)

findet man
[U(1)[2 =TT = Ty U e F-EDE = g2 7T (8.45)

sodass i(F—F*)=-2Im(F) =T ist. Ldsst man den Realteil von
F unverédndert gleich m, so erfiillt der Ansatz mit F = m —il'/2
das exponentielle Zerfallsgesetz. Damit ist

U(t) = Wy e imt-Tt/2 (8.46)

Um die Energie dieses Zustands zu verstehen, fiihren wir eine Fourier-

Transformation des zeitabhéngigen Zustands W(?) in einen energie-
abhéngigen Zustand V(E) durch,

L [upertae 2 [T e
(t ezEt dt = / e i(m-E)t-I't/2 dt
2m J-oo () V2 J-infty

\IJO 1
= 8.47
Vor (E-m)+il/2 ( )
Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand mit Energie F zu finden, ist
proportional zu

U(E)

_ S T 1
T(E)? = T(E) T (E) - L 4
[W(E) = W(E) ¥ (E) = — (E—m)2+ T (8.48)
Aus der Normierung
o 2
/0 T(B)EAE = W =1 (8.49)
folgt
. 1 r
U(E)?=— .
W) =52 (E-m)2+12/4 (8.:50)

Dies ist die Breit-Wigner Resonanzkurve. Sie beschreibt die Ener-
gieabhéngigkeit der Produktion eines instabilen Teilchens.
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Virtuelles Teilchen
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[PF

Abb. 8.2 Breit-Wigner-Resonanz als Funktion von E mit Breite I' =
0.1m.

Die Produktionsrate ist maximal bei £ = m und ist halb so grof bei
E =m £ T'/2. Daher wird T" auch Halbwertsbreite oder natiirliche
Resonanzbreite genannt, denn das Verhalten erinnert z.B. an die
Anregung eines Pendels nahe der Resonanzfrequenz.

Die Energie des kurzlebigen Teilchens ist nicht scharf. Schreibt
man Gleichung 8.37 in der Form

T=1 (8.51)

so entspricht sie der Heisenberg’schen Unschérferelation. Um die
Energie des Zustands mit der Genauigkeit AFE =1" zu messen, ist
mindestens die Zeit At =7 notwendig.

Wenn im Ruhesystem des Teilchens (P = 0) die Energie nicht
genau der Masse entspricht, dann ist

p?=E?-P*=E?+m? (8.52)

Das Teilchen erfiillt also nicht mehr die relativistische Energie-
Impuls-Beziehung, es ist nicht auf seiner “Massenschale” E? — P2 =
m?. Dies ist offenbar - fiir eine kurze Zeit - moglich. Man spricht in
diesem Fall von einem virtuellen Teilchen.
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Die historisch wichtigste Methode zur Messung der Ausdehnung,
der Anregungszustinde und der inneren Struktur von Kernen und
auch von Protonen und Neutronen ist die Streuung mit hochener-
getischen Teilchen, insbesondere Elektronen. Im Prinzip ist das die
Rutherford-Streuung, allerdings kénnen bei hohen Energien quan-
tenmechanische und Spin-Effekte, Riickstofs auf das Target und
schliefflich Anregungen oder Auflésung des Targets beobachtet wer-
den.

9.1 Rutherford-Streuung

Zunéchst wird eine quantenmechanische Berechnung der Rutherford-
Streuung gezeigt fiir den Fall einer elastischen Streuung an einem
schweren Target. Hierbei werden zunéchst der Riickstofs auf den
Kern sowie Spin-Effekte nicht beriicksichtigt.

Berechnet werden muss das Matrixelement

Mii = {uyp |V ]u) (9.1)

Mit ebenen Wellen fiir das einlaufende Teilchen ¢ und das auslau-
fende Teilchen f,

i) = €T Jug) = P (9.2)
ergibt sich
My =(us|V0|w) = / d®r uwpVu; = / d3r e BT Y eiPr (9.3)
Mit dem Impulsiibertrag
Gg=PF,-Ps (9.4)

1st

My, = f &Br Y (9.5)

Das Matrix-Element M, ist in diesem Fall also einfach die Fourier-
Transformierte des Streupotentials.
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Eine allgemeine Losung erhdlt man durch'®

My = fd%eifﬁv (9.7)
-1 3 2 iGT
= — [ &r (V) V (9.8)
q
-1 -
- Tzfd%é(ﬂ V2V (9.9)
q

Speziell fiir die Coulomb-Wechselwirkung mit statischem Streupo-
tential fiir ein Teilchen @ mit Ladung Z, e ergibt sich V' aus dem
skalaren Coulomb-Potential ®, das iiber die Poisson-Gleichung mit
der Ladungsdichte des Streuzentrums zusammenhéangt,

V =Z,e®(7) V20 (7) = —o(F) (9.10)
Daher folgt

=—5 / d3r €' o(T) (9.11)

Punktférmiges Streuzentrum Fiir eine punktférmige Ladung Z e
im Streuzentrum ist

o(7) = Zy e 53(F) (9.12)

Damit ist das Integral iiber die Ladungsverteilung gleich 1 und das
Matrixelement ist

Lo Zye?
My; = 62”6 (9.13)
Fiir Fermi’s Goldene Regel wird
(Z, Zye?)?
Myil* = BT (9.14)

bendtigt. Bis auf Vorfaktoren, die sich aus der Normierung der
Wellenfunktionen und dem Phasenraum ergeben, ist dies gerade
der klassisch abgeleitete Rutherford Wirkungsquerschnitt von Glei-
chung 5.37.

9.2 Mott-Wirkungsquerschnitt

Fiir die Rutherford-Formel wurde nicht-relativistisch gerechnet, kein
Spin beriicksichtigt und auch der Riickstoft auf den Kern vernach-
lassigt. Um die Strukturen von Hadronen oder Kernen mit Elektro-
nenstrahlen auflésen zu kénnen, miissen hohe Elektronenergien von

13 Fiir eine nach aufen hinreichend schnell abfallende Funktion f(7) ist bei
Integration bis ins Unendliche [ d3r vV f=0. Mit f = (VVU) - (UVV) folgt

O:deTVf:fd3r (VV2U) - (UVV) (9.6)

Mit U = e folgt Gleichung 9.9.



mehreren 100 MeV verwendet werden. Dann kann man weder den
Ricksto auf die Kerne noch relativistische Effekte und auch den
Spin nicht vernachlédssigen. Fiir diesen Fall gilt die Mott-Formel.

Sie muss aus der Dirac-Gleichung abgeleitet werden. Mit Z, = -1
und F, als Gesamtenergie des Elektrons gilt
do Za \* 1 0
- (=) —[1- 2'2—) 9.15
dQ | prote (2Eeﬁ2) Sin4§ ( Brsin 2 ( )

Der Term mit 32sin?6/2 ist der Beitrag durch den Spin des Elek-

trons. Er wird bei 5 — 1 ebenso groft wie die Coulomb-Wechselwirkung.

Mit dem 4-er Impulsiibertrag

0
?=(e-¢€)w 4E6Eész’n2§ (9.16)
folgt fir B~ 1
do E”? 0
— = (2Za)*—%-cos*= 9.17
A ot (22a) q* o 2 ( )

Ohne Riickstofs auf den Kern miisste £/ durch E, ersetzt werden.

9.3 Formfaktor

Fiir eine radialsymmetrische, aber nicht punktférmige Ladungsver-
teilung

o(r) = Zye f(r) mit f Brf(r) =1 (9.18)
ist das Matrixelement nach Gleichung 9.11
Z,e iar o Lalpe*
M= T [ dir 7 o) = 23 F(@) (9.19)

mit dem Formfaktor

F(§) = f &Br ¢ F(r) (9.20)

Der Formfaktor ist also die Fourier-Transformierte der geometri-
schen Form der normierten Ladungsverteilung f(r) des Streuzen-
trums. Daraus folgt fiir den Wirkungsquerschnitt

do _ dURutherford —\ (2
o e IE @) (9-21)

Aus der Messung des differentiellen Wirkungsquerschnitts im Im-
pulsraum kann also der Formfaktor bestimmt werden. Durch Riick-
transformation kann daraus im Prinzip die Ladungsverteilung f(r)
bestimmt werden. Das Integral der Riicktransformation muss je-
doch den ganzen || Bereich umfassen, also auch unendlich hohe
Werte umfassen. Dies ist aufgrund der beschriankten Schwerpunkt-
senergie nicht moglich. Man kann jedoch verschiedene Ladungsver-
teilungen f(r) ausprobieren, bis deren Fouriertransformierte zu den
Daten passt.

9.3 Formfaktor
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9.4 Messungen der Proton- und Kernstrukturen

Aufgabe 9.1: Zeigen Sie durch Integration in Kugel-
koordinaten, dass

[@rp@yer=ax [Tar f(r)ﬁsmé—fr) (9.22)

Damit lassen sich die folgenden Beziehungen zwischen Ladungsver-
teilungen und Formfaktoren ausrechnen.

Ladungsverteilung f(r) Formfaktor F'(g?)
Punkt o(r)/4m 1 konstant
exponentiell (a®/87) - exp (—ar) (1+q°/a’h?) - Dipol
GauB (a®/2m) 8% . exp (—ar?/2) exp (—q°/2a°R?) GauB
homogene 3/4nR? fir r < R 3a ®(sina — acosa) lierend
Kugel { 0 firr>R mit o = |g|R/hk oszillieren

p(r) |F(q?)| Beispiel

punktfdrmig konstant Elekiron

@entiell anl Proton
gauBformig gauBférmig °u
homogene
Kugel \)S/zmji _
Kugel mit
diffusem oszillierend “°Ca
Rand

r —» laj—

i

Abb. 9.1 Ladungsverteilungen und Formfaktoren.

9.4 Messungen der Proton- und Kern-
strukturen

Seit den 1950er Jahren wurden in Elektron-Streuexperimenten die
Strukturen und Anregungen von Protonen und Kernen untersucht.
Die folgenden Bilder zeigen einige experimentelle Resultate. Aus
ihnen folgt:

e Hadronen wie Protonen, Neutronen oder Pionen haben eine
Ausdehnung.
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9.4 Messungen der Proton- und Kernstrukturen

e Der Formfaktor des Protons zeigt keine Beugungsminima. Die
Ladungsdichte des Protons fillt etwa exponentiell nach aufen
ab

o(r) = goe (9.23)

mit a = 0,23 fm. Der mittlere Ladungsradius ist

<r?>= f &rr? f(r) ~ 0,74 fm? (9.24)

e Bei Energien im GeV Bereich kann das Proton angeregt wer-
den. Die Massen der Anregungszustdnde liegen typisch 100
MeV hoher als die Proton-Masse.

e Kerne zeigen Beugungsminima. Sie haben eine Nukleonen-
dichte, die im Zentrum fast konstant und unabhéngig von der
Kernmasse ist. Weiter aufen fillt die Ladungsdichte kontinu-
ierlich ab. Die Beugungsminima sind daher nicht sehr ausge-
prigt. Der Radius der Kerne steigt mit A'/3 mit der Massen-
zahl A.

T T T
\ ELECTRON SCATTERING

1029 FROM HYDROGEN —
\ (188 MEV LAB)

[
! \ POINT CHARGE,
[0"30 A\ POINT MOMENT -
3 (ANOMALOUS)
CURVE -

™

A%

\
N
\
| N
N
EXPERIMENTAL CURVE )k\\x

AN\
1

NA
[§)] \
DIRAC/ :\
CURVE N
'0‘32 ’

30 50 70 90 10 130 150

LABORATORY ANGLE OF SCATTERING (IN DEGREES)

10~

CROSS SECTION IN CME/STERAD
=
S
—'
(@]
S
<
m
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Abb. 9.2 Wirkungsquerschnitt als Funktion des Streuwinkels in
Elektron-Proton Streuung. Die Elektronenergie betrug 188 MeV. Die
Daten lassen sich weder durch den Rutherford- noch den Mott- oder
der kompletten Dirac-Theorie erklaren. Der Unterschied zu diesen Vor-
hersagen war die erste Beobachtung einer Ausdehnung des Protons durch
Hofstaedter 1956.
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9.4 Messungen der Proton- und Kernstrukturen

Abb. 9.3 Schema und Foto eines typischen Experiments zur Elektron-
Proton Streuung. Mit diesem Experiment am SLAC konnte erstmals die
innere Struktur der Protonen aufgelost und der Nachweis von Quarks
gefiihrt werden.
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1027
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10729
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10730
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10732
10—33
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10735

10—36
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0.05

r[fm]

Abb. 9.4 Oben: Elektron Streuung an Calzium mit verschiedenen
Massenzahlen. Man erkennt mehrere Beugungsminima, wie es einer
Streuung an einer Kugel entspricht. Die Minima sind aber nicht sehr
ausgeprigt. Daraus ergibt sich ein nicht sehr schneller Abfall der La-
dungsdichte am Rand der Kugel.

Unten: Berechnete Ladungsdichte in verschiedenen Kernen.
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Abb. 9.5 Energiespektrum inelastisch gestreuter Elektronen an '2C
Kernen. Die Elektronenergie betrug 495 MeV.
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Abb. 9.6 Wirkungsquerschnitt als Funktion der Energie gestreuter
Elektronen an Protonen. Die Elektronenergie betrug 4,879 GeV. Der do-
minante Anteil elastisch gestreuter Elektronen ist verkleinert dargestellt.
Man erkennt die ersten Anregungsniveaus der Protonen.



10.1 Yukawa Potential und Reichweite der Krafte

10 Wechselwirkungen und Sym-

metrien
10.1 Yukawa Potential und Reichweite der Krifte . . . . . 87
10.2 Quantenfelder und Feynman-Graphen . ... ... .. 89
10.3 Beispiele . . . . ... .o 93
10.4 Fundamentale Graphen . . .. ... ... ... ..... 95
10.5 Quantenzahlen und Erhaltungssétze . ... ... ... 98
10.6 Symmetrie . . . . .. ... Lo 100

10.1 Yukawa Potential und Reich-
weilte der Krafte

Hideki Yukawa schlug in den Anféngen der Kernphysik einen An-
satz mit schweren Austauschteilchen vor, um die endliche Reich-
weite der Kernkrafte zu erkldaren. Die Idee ist aber auch fiir andere
Wechselwirkungen mit schweren Austauschteilchen relevant, insbe-
sondere fiir die schwache Wechselwirkung mit W#* und Z°.

Zunachst wird der Zusammenhang zwischen Wellengleichung ei-
nes freien Teilchens und dem statischen Potential in der Elektro-
dynamik erkldrt. Die Wellengleichung fiir das skalare, elektrische
Potential ¢(Z,t) lautet (in Lorentz-Eichung)

LUy =0
a) Ohne &ufere Ladungsdichte, o(Z,t) = 0 ist die Losung von
Oy = 0 eine ebene Welle, ¢ ~ e #Et-P7) mit £2 — P2 = (), die
freien, masselosen Photonen entspricht.

b) Fiir eine punktformige, statische Ladung o = ¢d(7) im Zen-
trum gibt es eine statische Losung fiir das Potential, 0yp = 0,
fiir das die entstehende Poisson-Gleichung

V2 = —qd(7) (10.1)
als Losung das bekannte Coulomb-Potential ergibt!4,
¥ = 1
4|7

Die Reichweite dieses Potentials fallt nur sehr langsam mit
dem Abstand von der Quelle und ist praktisch unendlich.

4Man kann dies durch Einsetzen in die Poisson Gleichung leicht zeigen, wenn
man die Eigenschaft
1
VZ— = —47d(F)
|7

der d-Funktion benutzt.

Abb. 10.1
Hideki Yukawa
(Quelle Wikipedia).
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10.1 Yukawa Potential und Reichweite der Krafte

Yukawa-Potential

38

Yukawa ging von der Klein-Gordon-Gleichung in der Form
(o+m?) @ =po()

aus, wobei o(z) die Farbladungs-Dichteverteilung eines Kerns dar-
stellen soll.

a) Ohne &dufseres Feld ist die Losung wiederum eine ebene Welle
flir ein freies Teilchen mit Masse m,

O(x) ~ ¢ (E-P) mit E? - P? = m?

b) Fiir eine punktformige, statische Ladungsverteilung des Kerns

gilt
o(7) = go(7)
wobei g eine Kopplungskonstante fiir die Kernkraft, also die
Kraft zwischen den Protonen und Neutronen, ist. Hierfiir gibt
es auch eine statische Losung, 9;® = 0. Die hierfiir geltende
Gleichung
(V2 =m?)® = —gd(7)

hat die Losung

e—mr

d=yg (10.2)

47r

Dieses Potential fillt wegen der Exponentialfunktion sehr
schnell nach aufen ab, d.h. diese Kraft hat eine endliche
Reichweite, die typisch von der Grofse 1/m ist.

Diese Interpretation fiir ein schweres Austauschteilchen stimmt mit
der Uberlegung iiberein, dass eine statische Ladungsverteilung fiir
kurze Zeit ein massives Quant der Energie AFE » m emmittie-
ren kann, dessen Lebensdauer At aufgrund der Unschérferelation
m At ~ 1 und Reichweite r durch die Lichtgeschwindigkeit auf

beschrankt ist (mit A =c=1).

Reichweite der Kernkraft

Setzt man fiir die Reichweite der Kernkraft den Radius des Pro-
tons an, r » 1fm, so ergibt sich m ~ 200 MeV. Dies ist tatséchlich
die Grofenordnung fiir die Masse des leichtesten Hadrons, des Pions
(m, = 140MeV), das Jahre spéater entdeckt wurde. Pion-Austausch
stellt demnach eine erste plausible Naherung fir die Kréifte zwi-
schen den Protonen und Neutronen im Kern dar. Diese Vorstellung
wurde spéater durch den Austausch auch schwererer Hadronen zur
Reggee-Theorie verallgemeinert, die erfolgreich zahlreiche Phéno-
mene der Hadron-Hadron-Streuung bei kleinen Impulsiibertragen
erkldren kann. In diesem Energiebereich ist das ansonsten natiirlich
fundamentalere Quark-Gluon-Bild der Hadronen nicht anwendbar,
da das Auflosungsvermdogen fiir die Quarks und Gluonen fehlt.



10.2 Quantenfelder und Feynman-Graphen

Reichweite der Starken Wechselwirkung

Die starke Wechselwirkung entsteht durch den Austausch von Gluo-
nen. Thre Reichweite ist ebenfalls von der Gréfenordnung von nur
1fm, obwohl die Masse der Gluonen null ist. Der Grund fiir die
kleine Reichweite ist also nicht in der Masse der Gluonen zu finden,
sondern vielmehr in der Farbladung der Gluonen, die verhindert,
dass sich Gluonen wie Photonen frei {iber grofe Absténde bewegen
konnen. Dies wird spéter im Abschnitt zur starken Wechselwirkung
genauer erklart.

Reichweite der Schwachen Wechselwirkung

Die Eichbosonen W und Z der schwachen Wechselwirkung sind
Spin-1 Teilchen, die wie das Photon durch Vektorfelder beschrieben
werden. Zwar gilt fiir diese die Proca-Gleichung und nicht die Klein-
Gordon Gleichung, aber das Prinzip der obigen Uberlegungen von
Yukawa bleibt giiltig. Den Massen My, = 80,4 GeV und My = 90,1
GeV entsprechen Reichweiten der schwachen Wechselwirkung von
ca. 1/m ~ 2,5-1073 fm. Die schwache Wechselwirkung ist also bei
kleinen Energien schwach, weil die Reichweite der schweren Bosonen
und damit auch alle Wirkungsquerschnitte klein sind.

Bei hohen Energien konnen W und Z auch als reelle Teilchen
produziert werden. Die Reichweite ergibt sich dann aus der Le-
bensdauer der Teilchen. Bei einer totalen Breite von ca. I' = 2 GeV
ergibt sich eine typische Reichweite von ¢ = ¢/T" = 0.1 fm. Wer-
den W und Z in Proton-Proton Kollisionen erzeugt, so zerfallen sie
demnach noch innerhalb des Proton-Radius.

10.2 Quantenfelder und Feynman-
Graphen

Fasst man die Ergebnisse der Diskussion zum Yukawa-Potential und
zur Breit-Wigner-Resonanz zusammen, so ergibt sich der Zusam-
menhang zwischen dem Begriff der Kraft in der klassischen Physik

Ty ﬁ~Il-

und in der Quantenfeldtheorie. Q4 @,
Klassisch wird eine Kraft (hier Coulomb-Kraft) beschrieben durch b ety g
ein Feld, das von einer Ladung ausgeht und auf eine zweite Ladung
wirkt (und umgekehrt). Die Stérke der Kraft ist '~ Qy - Q2/72. . v X
Abb. 10.2
o Aus den Wellengleichungen (Maxwell oder Klein-Gordon) folgt  }assisches Bild der Coulomb-
a) mit dufserer Ladung ein Potential und damit eine Kraft, Kraft.

b) ohne dufere Ladung eine freie Welle eines Teilchens.

Die Maxwell-Gleichungen entsprechen einem masselosen Teil-
chen (Photon) mit unendlicher Reichweite, die Klein-Gordon-
Gleichung einem Teilchen mit Masse m und Reichweite r =
1/m des Potentials.
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Abb. 10.3
Kraft durch Austausch von
Quanten.
a Q. a
b Qp b
Abb. 10.4

Rutherford-Streuung
Feynman-Diagramm.

Abb. 10.5
Richard Feynman
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e Aus der Breit-Wigner-Formel ergibt sich, dass ein Teilchen
fiir kurze Zeit als virtuelles Teilchen produziert werden kann.
Je grofer die Virtualitat ist, d.h. je weiter das Teilchen von
seiner Massenschale entfernt ist, desto unwahrscheinlicher ist
der Prozess.

In der Quantenfeldtheorie wird daher angenommen, dass jedes gela-
dene Teilchen stéandig von einer Wolke virtueller Feldquanten (z.B.
Photonen) umgeben ist. Diese Feldquanten kénnen von anderen La-
dungen absorbiert werden. Der Impuls, den die Feldquanten von
einem Teilchen auf das andere {ibertragen, entspricht in diesem
quantenmechanischen Bild der Kraft in der klassischen Physik.!?
Am Beispiel der Rutherford-Streuung erkennt man, dass sich die
Ereignisrate wie folgt verstehen lésst:

e Die Kopplung des Teilchens a an Photonen ist ~ Z,-¢, die des
Teilchens b ist ~ Z; - €.

e Der Photonaustausch wird im Wirkungsquerschnitt durch den
4-er Impulsiibertrag ¢ dargestellt. Hohe Virtualititen ¢2 > 0
sind dabei unwahrscheinlich.

Das Matrixelement ist proportional zum Produkt dieser 3 Faktoren,

Zo,elye
M~ 7 (10.4)
Der Wirkungsquerschnitt ist proportional zu
o (ZoZype?)?
M~ (10.5)

q

Fiir eine exakte Ableitung der Berechnung von Matrixelementen
muss man die Felder quantisieren und im Rahmen dieser Quan-
tenfeldtheorie rechnen. Die Felder z.B. der Dirac-Gleichung werden
dann zu Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, so dass die Ent-
stehung neuer Teilchen beschrieben werden kann. Dies geht {iber
den Rahmen dieser Vorlesung hinaus. R. Feynman hat aber erst-
mals fiir die Quantenelektrodynamik (QED) gezeigt, dass sich aus
der Quantenfeldtheorie allgemeine Regeln fiir die Berechnung von
Matrixelementen formulieren lassen, die fiir jede Wechselwirkung
dhnlich angewendet werden koénnen. Diese Regeln lassen sich aus
der Lagrange-Funktion der jeweiligen Theorie ableiten.

15 Tragt ein virtuelles Feldquant den Impuls Ag, so ist (semiklassisch) die Kraft
gegeben durch den Impulsiibertrag pro Zeit, F = Ag/At. Die Reichweite
r = Ax des virtuellen Feldquants ergibt sich aus der Unschérferelation Agqg-
Ax ~ 1. Damit ist
Aq Ag Az 1
-—4i_ =4 = __ 10.3
At Ax At r? ( )
—_— =
(~1/Az)2  ~c

Diese grobe Abschitzung ergibt also wieder die klassische Anhéngigkeit
~1/r? der Kraft vom Abstand zwischen den Ladungen.



10.2 Quantenfelder und Feynman-Graphen

Die Feynman-Graphen sind als symbolische Rechenregeln zu ver-
stehen. Zeichnet man fir einen Prozess, d.h. fiir einen festen An-
fangszustand und Endzustand, alle moglichen Feynman-Graphen,
so stellt die Summe der jeweiligen Amplituden ein exaktes Ergebnis
dar. Die Feynmangraphen stellen so eine Entwicklung dhnlich der
Taylor-Entwicklung dar.

Hier werden nur die prinzipiellen Abhéngigkeiten gezeigt, die Ver-

texfaktoren und die Propagatoren. Wir betrachten zunéchst Feynman-

Graphen niedrigster Ordnung, d.h. es wird nur ein Teilchen ausge-
tauscht.

Vertexfaktoren

Beispiel: Fiir die Elektron-Quark Streuuung

eu — eu

mittels Photon-Austausch ist die Ladung am Elektron-Photon-Vertex

= e, am Quark-Photon-Vertex = —e-2/3. Das Matrixelement ist also
2 4
M~e-(-e-2/3) = 3¢

Mit e, = €2/(47) ist die Rate also
4 5

o~ —x
9

Bei n Photon-Vertizes ist der Wirkungsquerschnitt ~ a”. Insbeson-
dere folgt fiir einen bestimmten Farb-Endzustand der Quarks

M(ete »um)? _4/9 4

M(etem > prp)* 19

Experimentell findet man aber 12/9, die Quarks tragen also einen
inneren Freiheitsgrad mit 3 Einstellungen, die Farbe:

Urot; Ublau, Ugriin

Bei anderen Austauschteilchen als Photonen, also z.B. Gluonen,
muss die elektrische Kopplungskonstante e durch die entsprechen-

den Kopplungen der anderen Wechselwirkungen ersetzt werden (g, ¢).

Propagatoren

Virtuelle Teilchen im Zwischenzustand sind unterdriickt durch den
Propagator. Ist ¢ der 4-er Impuls des ausgetauschten Teilchens, so
ist das Matrixelement

1
M"‘m m=m~,Mmzo,...
Tatséchlich gilt dies exakt nur fiir Spin-0 Teilchen, fiir Spin 1/2 und
Spin-1 Teilchen hat der Propagator leicht unterschiedliche Formen.
Fiir instabile Austauschteilchen muss aufferdem die Lebensdauer
beriicksichtigt werden, siehe Breit-Wigner Formel.

Abb. 10.6

+ +
e >1/NZ£<“
e w

Abb. 10.7

91
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Abb. 10.8

Feynman-Graph: t-Kanal
Streuprozess zwischen einem
Elektron und einem Muon.

t-Kanal Prozess

Abb. 10.9

Feynman-Graph: s-Kanal
Paarvernichtung und -
Erzeugung.

s-Kanal Prozess

92

Streuprozesse Als Beispiel soll ein Elektron an einem Muon durch
elektromagnetische Wechselwirkung streuen,

eu —e (10.6)
Graphisch lasst sich diese Streuung durch Austausch eines Feld-
quants wie in Abb. 10.8 darstellen: An jedem der “Vertizes” gilt
Energie und Impulserhaltung. Ist e (e’) der 4-er Impuls des Elek-
trons vor (nach) der Streuung und ¢ der 4-er Impuls des Photons,

So ist

g=e—¢ t=q¢*=(e-¢)?

(10.7)

Die Grofe t wird 4-er Impulsiibertrag genannt. Im Allgemeinen

wird o
t=q*=e*+¢” -2 =2m?-2(E.E' - P,P)

nicht gleich Null sein, also nicht gleich der Masse eines reellen Pho-

tons. Das Photon ist also virtuell.

éufgabe 10.1: Zeigen Sie, dass bei Streuung (]5e #
P!’) immer t = ¢ < 0 gilt, das Photon also raumartig

e
1st.

Paarvernichtung und Paarerzeugung FEin virtuelles Photon kann

auch durch die Vernichtung eines Elektron-Positron Paars erzeugt

werden (Abb. 10.9), z.B. in dem Prozess

ete” -t (10.8)

Der Vierer-Impuls ¢ des Photons ist in diesem Fall gegeben durch
die 4-er Impulse et und e~ der einlaufenden Teilchen,

g=e"+e” s=q¢*=(e"+e)? (10.9)

Die Virtualitét des Photons ist hier einfach die Schwerpunktsenergie
der Reaktion, so dass das Photon immer zeitartig ist,

s=¢*>0

Da das Photon virtuell ist, kann es nicht lange in diesem Zustand
bleiben, sondern wird typisch nach einer Zeit t = 1/4/¢? in andere
Teilchen “zerfallen”, z.B. wieder in e*e~ oder wie hier gezeigt in

P

Prozesse hoherer Ordnung Der Austausch eines einzelnen Pho-
tons ist offenbar nur eine erste - wenn auch meistens sehr gute -

Néherung.
e e e e e e
I poop noop [t

Abb. 10.10 Beispiele fiir Feynman-Graphen fiir e — g Streuung in 1.,
2., und 3. Ordung.



Hohere Ordnungen wie in Abb. 10.10 beinhalten zum Beispiel den
Austausch mehrerer Photonen und auch virtuelle Elektronen und
Muonen. Feynman-Graphen sind also als eine Naherung an tat-
séchliche Prozesse in der Natur zu verstehen. Zu jedem Feynman-
Diagramm gehort ein Matrixelement (eine Zahl), die berechnet wer-
den kann. Feynman-Diagramme stellen tatséchlich diese Rechnung
graphisch dar. Die hier gezeigten Diagramme sind die hoheren Ord-
nungen einer Reihenentwicklung, die zumeist schnell konvergiert.
Bei der Quanten-Elektrodynamik ist o = 1/137 «< 1, so dass hohe-
re Ordnungen typisch nur wenige Prozent beitragen und die Reihe
schnell konvergiert.

Die Wolke der virtuellen Feldquanten entspricht Feynman-Graphen

wie in Abb. 10.11. In den Schleifen der Feldquanten kénnen auch
weitere Quanten, z.B. efe~-Paare, entstehen, die zu messbaren Ef-
fekten fiihren.

P R e S VO

(& (& (& (& (& (&

Abb. 10.11 Virtuelle Quanten in der Nihe einer Ladung.

10.3 Beispiele

Beispiel QED/QCD Mit den Vertexfaktoren und Propagatoren kann
man einfache Abschétzung fiir die relative Rate von Prozessen er-
halten. Als Beispiel dient die Rate der Prozesse

wi - dd und efe” -t
Bei hohen Energien, Ecs > My 4, Me y, sind die Massen vernach-
lassigbar, und es gilt

o(ui—~dd) a2 0,122

= N ~
olete” > prpm) o, (3)

250

Hier steht kein Faktor fiir Farben, da uu bereits in einem Farbzu-
stand vorliegt und Farbe erhalten ist.

Beispiel QED/schwach Fiir

olep >ep) —i
o(eut - vev,) Vear . 1.1

Dies gilt, falls Ecys > my, me, my,.

10.3 Beispiele

Abb. 10.12

Abb. 10.13
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Abb. 10.14
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Abb. 10.15

Summe aus Photon und Z%-Austausch Bei e*e — p*pu~ liegt ein
s-Kanal vor, denn
@?=(e"+e ) =5

Daher ist 1

h (s =m?)?
Die Summe aus Photon und Z° Austausch, M = M, + My, er-

gibt die Form des Wirkungsquerschnitts als Funktion von s mit der

Resonanz bei s = mQZ

o M = My, M 70



10.4 Fundamentale Graphen

Aus der Eichtheorie und der Quantenfeldtheorie folgt die Vorher-
sage fundamentaler Vertizes zwischen Fermionen und Boson bezie-
hungsweise mehrerer Bosonen. Zudem folgt aus der Dirac-Gleichung,
dass einlaufende Teilchen durch auslaufende Anti-Teilchen ersetzt
werden konnen, und umgekehrt. Zusétzlich werden die erlaubten
Graphen durch Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls und Ladungen
eingeschrinkt. Die daraus folgenden Feynman-Graphen zeigen alle
erlaubten Prozesse in der Natur.

Das Standard Modell

lokale Eichtheorien
~ . O
starke WW i elektro-schwache WW
Py
SU@B)c | QED Uy SU@)L

2O ¢ 7\
B° wo wt

® h @
~

Leptonen
>
enTt

Quarks
uct
d s b

Mesonen: 7, K,...‘_/ W

Baryonen: p.n,...

Wechselwirkungen

Abb. 10.16 Schema des Standard-Modells mit allen Teilchen. Griine
Pfeile stellen Wechselwirkungen dar.

10.4.1 Elektromagnetismus

Fundamentaler Graph

Abb. 10.17 Fundamentaler
Graph fiir alle el. geladenen Teil-

€ chen,
%\4 Teilchen #ndert 4-er Impuls, Teil-
e y chensorte bleibt unverandert,
Amplitude ~ el. Ladung

Hieraus lassen sich folgende weitere Graphen ableiten:
Abb. 10.18 Ersetze Teilchen im

e+ Endzustand durch Anti-Teilchen im

e
>“'WVV‘ Y Anfangszustand
o
5 wa<e+ Abb. 10.19  Zeitumkehr
o

10.4 Fundamentale Graphen
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10.4 Fundamentale Graphen

Reale Prozesse

Fir sich allein sind diese fundamentalen Vertizes als reale Prozes-
se wegen Energie- und Impulserhaltung verboten. Reale Prozesse
setzen sich daher aus 2 oder mehr dieser fundamentalen Vertizes

zusamien.
Abb. 10.20 s-Kanal

Paar-Erzeugung neuer Teilchen

reelle Teilchen im Anfangs- und

Endzustand, virtuelle Teilchen im

Zwischenzustand,

u t erlaubt, falls p, + pg = pt + P
Schwellenenergie Ecprs > 2my

e e e
Abb. 10.21 t-Kanal,
keine Schwellenenergie

U 2 U

10.4.2 Starke Wechselwirkung

Fundamentale Graphen

|
Sl

Abb. 10.22 Quark strahlt Gluon
ab:
Ys Kopplung = g¢s, gleich fiir alle
g Quarks

/4:]
Abb. 10.23 3-Gluon Vertex
9 Gluon tragen selber Farbe: Gluon
Ys Selbst-Wechselwirkung
g Kopplung = g,, wie fiir Quarks

g 2 g Abb. 10.24 4-Gluon Vertex
M Kopplung = gz, fast wie flir Quarks
Y g

Reale Prozesse

u Js U
U b Abb. 10.25
g3 s
U b d 9s d
u g
0 Abb. 10.26
g
U g
g 2 g u g
}é‘%\: M g Abb. 10.27
g g u I g
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10.4.3 Schwache Wechselwirkung

Fundamentale Graphen

e Ve
Ve W+ e W-

Abb. 10.28 Lepton strahlt W ab und &ndert seinen Typ,
Kopplung = g, gleich fiir alle Leptonen

d u
%\A %w
U W+ d W=
Abb. 10.29 Quark strahlt W ab und &ndert seinen Typ,
Kopplung = g, gleich fiir alle Quarks

q,1 Z°
Abb. 10.30 Quark oder Lepton strahlt Z ab, keine Anderung des
Fermion-Typs, Kopplung unterschiedlich fiir v, e, d,u

+ +

e
Wiﬂwwd\*\zo Wiﬁufy

Abb. 10.31 W und Z tragen schwache Ladung, WW Z Selbstwech-
selwirkung,
W ist elektrische geladen und strahlt v ab, Kopplung = e

%4 :::?g,iii W
w w
Abb. 10.32 4-W Vertex, Kopplung = ¢°

Fundamentale Graphen mit Higgs

W.Z Abb. 10.33 W, Z strahlt Higgs
mw,z ab
W.Z “... I Kopplung ~ Masse von W,Z

Abb. 10.34 Lepton oder Quark
q,1 strahlt Higgs ab, keine Anderung

Ma,l des Typs

q,l v g Kopplung ~ Masse des Fermions
o H Abb. 10.35 3-Higgs- Selbstwech-
_"' selwirkung

10.4 Fundamentale Graphen
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10.5 Quantenzahlen und Erhaltungssétze

H ‘.. Lot H Abb. 10.36 4-Higgs- Selbstwech-
. e . selwirkung
H . L d ~ ~ H
Reale Prozesse
y Abb. 10.37 Muon-Zerfall
o

p~ — e Vevy. Das p strahlt zunéchst
ein virtuelles W ab und geht in ein
Muon-Neutrino tiber. Das W zerféllt
in Elektron und Elektron-Neutrino.

Abb. 10.38 d-Zerfall d > ue v,
iiber ein virtuelles W. Das W zerfallt
in Elektron und Elektron-Neutrino.

Abb. 10.39 Neutron-Zerfall

n —> pe V. Eines der d Quarks zer-
fallt, die anderen Quarks nehmen
nicht direkt am Zerfall teil.
Quark-Fluss-Diagramm

Abb. 10.40 Z-Austausch (“neu-
traler Strom”) in der Neutrino-
Quark-Streuung v, d - v,d.

Abb. 10.41 W-Zerfall.
Realer Prozess, moglich auch fiir ein
reelles W, da My > m, +m,_

Abb. 10.42 Z-Zerfall.
Realer Prozess, moglich auch fiir ein
reelles Z, da Mz > 2my;

10.5 Quantenzahlen und Erhaltungs-
satze

Emmy Noether hat 1918 zuerst das nach ihr benannte Theorem
bewiesen:

e Aus jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Sy-
stems folgt eine Erhaltungsgrofse.

e Die Symmetrie hingt dabei mit einer prinzipiell nicht beob-

Noether-Theorem achtbaren Eigenschaft des Systems zusammen.

98



10.5 Quantenzahlen und Erhaltungssétze

Hierzu gibt es viele Beispiele:

auBere Quantenzahlen: .
Energie Zeitverschiebung

Impuls Translation im Raum
Drehimpuls Rotation im Raum
Masse ist keine Erhaltungsgrofe.

innere Quantenzahlen: .
elektrische Ladung erhalten, U(1),,, Phaseninvarianz dr QM

Farbe erhalten, SU(3)¢ Invarianz
Dariiber hinaus gibt es weitere innere Quantenzahlen, deren Er-
haltung experimentell beobachtet wurde. Fiir keine dieser weiteren

Quantenzahlen kennt man jedoch die damit verbundene Symmetrie:

Leptonzahl L: unterscheidet Leptonen von Anti-Leptonen und -

Quarks

L =+1 fir ve,e, vy, p v, 7

L =-1 fir ve,e, vy, 1" 0, 7"

L =0 fir  alle anderen Teilchen: Quarks,y, g, W*, Z° H

Die Leptonzahl ist eine Erhaltungsgrofe in allen Wechselwir-

kungen.
et+e —»>t+t ec+e - W-+W-
-1+1=0+0 / +1+1=0+0 f
~——— ~—————
erlaubt verboten

Lepton-Flavour-Zahlen:

L.: +1 fir v.,e” -1 fir 7., e*
L,: +1firvy, -1 fir v, p*
L,: analog

Lepton-Flavour-Zahlen sind nicht in allen Féllen erhalten (Neutrino-
Oszillationen).

Baryonenzahl: unterscheidet Quarks von Anti-Quarks und Lepto-

nen
B =+1 fiir p,n und andere 3-Quark-Systeme
B = +% fiir alle Quarks u,d, s, c,t,b
=-1 fiir alle Anti-Quarks @,d, 5,¢,¢,b
z. B. A™ = (uvuu) =B=1 Baryon

_ 1
7t =ud :>B:§—§:O Meson

Die Baryonenzahl ist in allen WW erhalten.
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10.6 Symmetrie
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Quark-Flavour-Zahlen: .
Starker Isospin: [ =1/2 fiur u, d, sonst0

I3=1/2 fiir u, I3=-1/2 fir d

(Z) Isospin  (analog Spin)

Strangeness: S=1 fiir s, sonst (

Charm: C =1 fiir ¢

Beauty: B=1 firb

Top: T=1 firt
Quark-Flavour-Zahlen sind in der schwachen WW nicht er-
halten.

elm starke schwache

WW  WW WwW

Leptonzahl L
Lepton-Flavour L., L,, L.
Baryonzahl B

Quark-Flavour nein
Paritat
C-Paritét nein

Zeitumkehr T
el. Ladung, Farbe

LU
L
5
et

Tabelle 10.1 Giltigkeit der Quantenzahlen in den verschiedenen
Wechselwirkungen.
* Ausnahme: L, L, L; sind verletzt bei Neutrino-Oszillationen.

Aus der Erhaltung von L und B folgt, dass Leptonen und Quarks
nicht einzeln erzeugt oder vernichtet werden kénnen, sondern nur
paarweise als Teilchen + Anti-Teilchen.

Beispiele:

Abb. 10.43 Verbotener Prozess,
wegen L, L, Erhaltung in der elek-
tromagnetischen WW

Abb. 10.44 Erlaubter Prozess,
denn (nur) die schwache WW &ndert
die Flavour-Quantenzahlen.

10.6 Symmetrie

Ein physikalisches System besitzt eine Symmetrie, wenn es unter ei-
ner Transformation seines Zustands seine Eigenschaften und Bewe-
gungsgleichungen nicht dndert. Die Bewegungsgleichungen miissen



10.6 Symmetrie

also in ihrer mathematischen Form invariant unter der Symmetrie-
Transformation sein. Mit einer solchen Symmetrie ist verbunden,
dass eine bestimmte Eigenschaft des Systems im System selber nicht
beobachtbar ist.

10.6.1 Klassische Impulserhaltung

Als Beispiel wird ein isoliertes System aus zwei Teilchen mit Ortsko-
ordinaten 2y, s betrachtet. Der Raum sei homogen. Dann ist prin-
zipiell nur die relative Position der beiden Teilchen zueinander be-
obachtbar, aber nicht die absolute Position des Systems im Raum.
Damit kann auch der Ursprung des Koordinatensystems beliebig
gewahlt werden. Die Bewegungsgleichungen des System miissen al-
so invariant sein unter der rdumlichen Translation (Symmetrie-
Transformation)

G @ =i+ (10.10)

Das Potential zwischen den beiden Teilchen kann daher nicht von
der absoluten Position im Raum abhéngen, sondern nur von der
relativen Position der beiden Teilchen zueinander,

V(@1, &) = V(21 - 2») (10.11)

denn explizit ist
x] =Ty = (Z1+To) — (o + Tp) = T1 — o (10.12)

und damit auch
V(2] -35) =V (% - Z2) (10.13)

Die Kraft auf die beiden Teilchen ist nach Newton:

P = Fy=-vi V(3 - i) (10.14)

Py = Fy=-Vy V(i1 -3)=+V V(31 -72) (10.15)
Der Gesamtimpuls P= ]51 + 132 ist daher erhalten,
0P =0,P,+0,P,=0 (10.16)

Aus der Nicht-Beobachtbarkeit der absoluten Ortes folgt also die
Erhaltung des Gesamtimpulses.

Mit Hilfe des Hamilton-Lagrange Formalismus lésst sich in der
klassischen Physik allgemein zeigen, dass Symmetrien mit Erhal-
tungsgrofsen zusammenhéangen.

Symmetrie nicht beobachtbar Transformation Erhaltungsgrofse
Raum ist homogen Position im Raum Translation 2’ = Z + %y Impuls

Raum ist isotrop Orientierung Rotation ¢' = ¢+ g Drehimpuls

Zeit ist homogen absolute Zeit Zeit-Versch. t' =t +ty;  Energie
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globale Eichinvarianz
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10.6.2 U(1) Phaseninvarianz und Ladung
in der Quantenmechanik

Die Transformation eines quantenmechanischen Zustands [¢) sei

W =U ) (= (U (10.17)

Eine Symmetrietransformation soll Observablen unverédndert las-
sen. Dies gilt insbesondere fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit,

(') = (@|UTU|v) = (0 ]¥) (10.18)

so dass U unitér sein muss, Ut = U1, Allgemein lassen sich unitire
Operatoren darstellen als

U =e @ (10.19)

wobei a ein freier reeller Parameter (Zahl) und @ ein Operator
sein soll, der Generator der Transformation genannt wird. Die e-
Funktion ist hier als Tayler-Entwicklung aufzufassen. Wegen

1= UMY = e*i0@" . g7i0Q — (ia(Q1-Q) (10.20)

muss () also hermitesch und damit eine Observable sein, Qt = Q.
Ist der Zustand [¢)) ein Eigenzustand des Operators, Q|v) = q ),
so entspricht die Transformation einfach einer Anderung der Phase
des Zustands,

Ulp) = e ) = e 1)) (10.21)

Sowohl [¢) als auch der transformierte Zustand [¢)') miissen die
Schrodinger-Gleichung erfiillen

WOy =H) o'y = HlW') = HU [) (10.22)
Ist U nicht explizit von der Zeit abhéngig, so folgt
10 [¢") = 10, |{Unb) = Uidy |ob) = UH ) = HU |2)) (10.23)

H und U kommutieren also. Damit ist der Erwartungswert von U
und von @ eine Erhaltungsgrofse

O (W|U |y =0 0 (¢|Q|) =idqg=0 (10.24)

Die erhaltene Grofe g wird Ladung genannt. Dieser einfache Fall,
bei dem die unitére Transformation nur von einem Parameter o
abhéngt, wird U(1)-Transformation genannt. Zwei Beispiele hier-
fiir sind in der Natur tatséchlich vorhanden, die U(1),,, der elektri-
schen Ladung ¢ und die U(1)y der elektroschwachen Hyperladung
Y (siehe Kapitel zur schwachen Wechselwirkung.).



10.6.3 U(1) Eichinvarianz
und Elektromagnetismus

Es reicht fiir die Invarianz der Aufenthaltswahrscheinlichkeit vollig
aus, dass lokal, also an jedem Ort und zu jeder Zeit, die Bedingung

Y =y (10.25)

erfiillt ist. Der Parameter o muss also keine universelle Konstante
sein, sondern kann selber eine Funktion von Ort und Zeit sein,

U =UT = @0y (10.26)

Da die Phase und damit auch « prinzipiell nicht beobachtbar ist,
kann man dies sogar zu einem Postulat erkléren. Dies ist die Grundi-
dee der Eichtheorie, mit der man alle Eigenschaften des Elektroma-
gnetismus (und auch der schwachen und starken Wechselwirkung)
ableiten kann.

Sehr allgemein kann man dies zeigen, indem man eine Lagrange-
Dichte fiir die Dirac-Gleichung einfiihrt und hierfiir lokale Eichinva-
rianz fordert. Im Folgenden wird dagegen nicht die Lagrange-Dichte
sondern direkt die Bewegungsgleichung, also die Dirac-Gleichung,
betrachtet.

In allen quantenmechanischen Wellengleichungen fiir freie Teil-
chen

. V2 9 9 9 .
z@t‘llz—%\ll (07 -V +m”)d (iv" 0y —m)¥ =0

Y Klein-Gord:
Schrodinger ein-Gordon

Dirac

tauchen Ableitungen nach Ort und Zeit auf, die bei einer loka-
len Eichtransformation die Form der Wellengleichung &ndern. Zum
Beispiel geht bei der Dirac-Gleichung der Massenterm und der ki-
netische Term durch eine U(1) Eichtransformation tiber in

m¥’ = e ImP (10.27)

V" = 19, U —ige ™ (J,a) U (10.28)
Der letzte Term rechts dndert die Form der Dirac-Gleichung fiir ¥/,
die Bewegungsgleichung 10.27 ist also nicht eichinvariant. Wir ver-
allgemeinern daher die Dirac-Gleichung zu einer verbesserten, d.h.

eichinvarianten Gleichung mit der sogenannten kovarianten Ablei-
tung D,,.

(iv"Dy-m)¥ =0 (10.29)
Es soll lokale Eichinvarianz gelten, d.h.
(iv" D}, =m)¥' = e (iy* D, - m)¥ = 0 (10.30)
Dies ist der Fall, wenn

DLW’ = ¢ 7D, P (10.31)

10.6 Symmetrie

lokale Eichinvarianz

103



10.6 Symmetrie

Diese Bedingung fiir D,, kann man erfiillen mit dem Ansatz

DV = (9, +iqAu(3.4) ¥ | (10.32)

denn
DAY (9, +iqA)) (e71D) (10.33)

e [(8, V) —iq(Dua) ¥ +iqAl, U]  (10.34)

Der Ausdruck in der Klammer ist tatsdchlich gleich D, ¥ falls

Al = A, + 8,0 (10.35)

Eichung des Potentials Offenbar darf A, um den Gradienten einer skalaren Funktion ver-
dndert werden, ohne dass sich die Bewegungsgleichung dndert. Da
a = «(Z,t) sind auch die vier Komponenten von A,, Funktionen von
Ort und Zeit. Es muss daher als ein Potential aufgefasst werden.16
Damit ist die eichinvariante Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen im
Potential A,

[iv"(0, +igA,) —m] ¥ =0 (10.39)

Multipliziert man von links mit 7° so folgt daraus

0,0 = HU = A%5(P — qA)T + m~°U + qpU (10.40)

Dies entspricht der schon von der Schrodinger-Gleichung bekannten
Forgl der minimalen Kopplung, d.h. der Ersetzung der Operatoren
E, P durch

P> P-q¢A, E—>FE-qp (10.41)

bei der Einfithrung des Elektromagnetismus. Die minimale Kopp-
lung ist also eine Folge der Forderung nach lokaler Eichinvarianz.

e” Der Ausdruck in der obigen Gleichung
Qe
/4M g- APy (10.42)
e Y

entspricht der Wechselwirkung eines Fermions der Ladung ¢ mit
dem elektromagnetischen Feld. Die Ladung ¢ oder genauer iy#q ist
genau der Vertexfaktor in einem Feynman-Diagramm, bei dem ein
Fermion ein Photon abstrahlt.

16 Die Eichung des Potentials ist bereits aus der klassischen Elektrodynamik
bekannt, wenn man die Komponenten von A, mit dem skalaren Potential
©(Z,t) und Vektorpotential A(Z,t) identifiziert,

e\
AP = (A) (10.36)

fiir die ja Eichtransformationen der Form
¢ =+ O t) A= A-va(it) (10.37)
das elektrische Feld und das Magnetfeld unverdndert lassen,

E=-Vp-0,A B=vxA (10.38)
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10.6.4 Vorhersagen der Eichtheorien

Eichtheorien machen ganz allgemein die folgenden Aussagen, die
tatsédchlich alle experimentell bestétigt worden sind:

Er werden neue Vektorfelder A, vorhergesagt.
Die Quanten von Vektorfeldern haben Spin 1.

Die dimensionslose Ladung g von W ist erhalten, aber der Zah-
lenwert ist nicht vorhergesagt und eine echte Naturkonstante.

Die Vektorfelder sind auf ganz bestimmte Weise in den Be-
wegungsgleichungen mit den Fermionen ¥ gekoppelt, ¢- A, -
v, Dies entspricht den fundamentalen Vertizes der jeweili-
gen Theorie.

Diese v# Kopplungen implizieren, dass die Chiralitédt der Fer-
mionen an jedem Vertex erhalten bleibt.

Die Vektorfelder A, haben keine Masse m 4, denn ein zusétz-
licher Massenterm wie m4A* wére nicht eichinvariant. Dies
gilt fiir Photon und Gluon. Die Massen von W, Z sind dage-
gen nicht Null. Der Grund hierfiir ist der Higgs-Mechanismus.

10.6 Symmetrie

Eichfelder:

Photon: Elektromagn. WW
W=, Z9: Schwache WW
Gluon: Starke WW
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