
Physik 5
Teilchen und Kerne

Notizen zur Vorlesung im Wintersemester 2014-2015

Peter Schleper

19. Oktober 2015
Institut für Experimentalphysik, Universität Hamburg

peter.schleper@physik.uni-hamburg.de

http://www.desy.de/~schleper/lehre/physik5/WS_2014_15

http://www.desy.de/~schleper/lehre/physik5/WS_2014_15




Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 8
1.1 Bausteine der Materie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Kräfte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Streuprozesse und Zerfälle 17
2.1 Wirkungsquerschnitt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Rutherford-Streuung klassisch . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik . . . . . . . . . 23

2.3.1 Fermi’s Goldene Regel . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3.2 Rutherford-Streuung . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 Struktur der Hadronen und Kerne . . . . . . . . . . . 28
2.4.1 Formfaktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4.2 Messungen der Proton- und Kernstrukturen . 29

2.5 Relativistische Quantenmechanik . . . . . . . . . . . . 34
2.5.1 Schrödinger-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.2 Klein-Gordon-Gleichung . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.3 Dirac Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.6 Yukawa Potential und Reichweite der Kräfte . . . . . 36
2.7 Zerfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.7.1 Zerfallsgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.7.2 Breit-Wigner Verteilung und virtuelle Teilchen 39

2.8 Quantenfelder und Feynman-Diagramme . . . . . . . . 41
2.9 Feynman-Graphen und Wirkungsquerschnitte . . . . . 44
2.10 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten . . . . . . . . 46

3 Wechselwirkungen und Symmetrien 48
3.1 Fundamentale Graphen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.1 Elektromagnetismus . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.1.2 Starke Wechselwirkung . . . . . . . . . . . . . . 49
3.1.3 Schwache Wechselwirkung . . . . . . . . . . . . 50

3.2 Quantenzahlen und Erhaltungssätze . . . . . . . . . . 52
3.3 Symmetrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3.1 Klassische Impulserhaltung . . . . . . . . . . . 54
3.3.2 U(1) Phaseninvarianz und Ladung in der Quan-

tenmechanik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.3.3 U(1) Eichinvarianz und Elektromagnetismus . 56
3.3.4 Vorhersagen der Eichtheorien . . . . . . . . . . 57

3.4 Messungen zur Fermion-Fermion-Streuung . . . . . . . 58

4 Schwache Wechselwirkung 63
4.1 Historie der Schwachen Wechselwirkung . . . . . . . . 63
4.2 Fermi-Konstante und W-Propagator . . . . . . . . . . 64
4.3 Paritätsverletzung und V-A Theorie . . . . . . . . . . 65
4.4 Standard-Model der elektroschwachen Wechselwirkung 68
4.5 SU(2) Symmetrie der schwachen Wechselwirkung . . 70

3



Inhaltsverzeichnis

4.6 Neutrino-Streuung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.6.1 Geladener Strom . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.6.2 Neutrale Ströme: Z0 Austausch . . . . . . . . . 73

4.7 Entdeckung von W und Z . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.8 Z0-Physik an e+e− Beschleunigern . . . . . . . . . . . . 76
4.9 WW Produktion in e+e− Kollisionen . . . . . . . . . . 80
4.10 W und Z Produktion in pp̄ Kollisionen . . . . . . . . . 81

5 Elektroschwache Symmetriebrechung: Higgs 83
5.1 Der Higgs-Mechanismus

im Standard-Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.2 Fermion-Higgs Kopplung und Fermion-Massen . . . . 86
5.3 Eigenschaften des Higgs-Teilchens . . . . . . . . . . . . 87
5.4 Higgs Zerfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5 Entdeckung des Higgs-Bosons . . . . . . . . . . . . . . 89
5.6 Zusammenfassung der Resultate zum Higgs vom LHC 93

6 Flavour und Mischung der Fermionen 95
6.1 Übergänge zwischen Quarks verschiedener Genera-

tionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.2 Massen und Mischungen der Neutrinos . . . . . . . . . 98

7 Starke Wechselwirkung 100
7.1 Quarks und Gluonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
7.2 Potential der QCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
7.3 Fragmentation und Jets . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
7.4 Proton-Struktur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
7.5 Farbe und SU(3)C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

8 Kerne 111
8.1 Untersuchungsmethoden zur Kernphysik . . . . . . . . 111
8.2 Eigenschaften der Kerne . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

8.2.1 Ausdehnung des Kerne . . . . . . . . . . . . . . 111
8.2.2 Massen und Bindungsenergien der Kerne . . . 112

8.3 Kernmodelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
8.3.1 Tröpfchen-Modell der Kerne . . . . . . . . . . . 114
8.3.2 Fermi-Gas-Modell der Kerne . . . . . . . . . . 116
8.3.3 Schalenmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

8.4 Kernzerfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
8.4.1 α-Zerfall der Kerne . . . . . . . . . . . . . . . . 117
8.4.2 β-Zerfälle der Kerne . . . . . . . . . . . . . . . . 119
8.4.3 γ-Zerfälle und innere Konversion . . . . . . . . 123

8.5 Anwendungen der Kernphysik . . . . . . . . . . . . . . 123

9 Kosmologie und Physik jenseits des Standard-Modells 124
9.1 Grenzen des Standard-Modells . . . . . . . . . . . . . . 124
9.2 Phasen und Phasenübergänge im Kosmos . . . . . . . 126
9.3 Kerne im Kosmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

9.3.1 Sterne und die Entstehung der Elemente . . . 127
9.3.2 Big Bang Nukleonsynthese . . . . . . . . . . . . 128

9.4 Teilchen-Epochen im frühen Universum . . . . . . . . 129

4



Inhaltsverzeichnis

9.5 Dunkle Materie und Dunkle Energie . . . . . . . . . . 130

Anhang 132

A Natürliche Einheiten 133

B Relativistische Kinematik 135
B.1 4-er Vektoren und

Lorentz-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
B.2 4-er Impulse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
B.3 Mehr-Teilchen Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
B.4 Zwei-Körper-Zerfall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

C Detektoren zur Messung elementarer Teilchen 141
C.1 Übersicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
C.2 Geladene Teilchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

C.2.1 Ionisation und Bethe-Bloch-Formel . . . . . . . 141
C.2.2 Bremsstrahlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

C.3 Spurdetektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
C.3.1 Impulsmessung im Magnetfeld . . . . . . . . . 146
C.3.2 Nebelkammern und Blasenkammern . . . . . . 146
C.3.3 Gas-Detektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
C.3.4 Halbleiter-Detektoren . . . . . . . . . . . . . . . 155

C.4 Photonen und elektromagnetische Schauer . . . . . . . 157
C.5 Hadronische Schauer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
C.6 Kalorimeter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
C.7 Detektorkonzepte und Identifizierung von Teilchen . . 161

D Dirac-Gleichung 164
D.1 Kovariante Form und Hamilton . . . . . . . . . . . . . 164
D.2 Bestimmung der γ-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . 165
D.3 Lösungen der Dirac-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . 166
D.4 Drehimpuls und Spin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
D.5 Helizität und Chiralität . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
D.6 Chiralitätserhaltung an Vertizes mit Vektorströmen . 170

5



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

Scheinbar besteht die uns umgebende Natur und auch wir selber aus
Atomen mit einem zentralen Kern und einer Hülle aus Elektronen,
die über elektrische Kräfte (oder Photonen) aneinander gebunden
sind. Die Kerne wiederum bestehen aus Protonen und Neutronen,
aus deren Zahl sich im Wesentlichen die Masse der Atome, ihre
elektrische Ladung und die Chemie der Atome ergibt.
Dieses Weltbild ist sicher zu naiv und so nicht richtig. Beginnend

in den 1930er Jahren hat sich zunächst durch experimentelle Ent-
deckungen in der Höhenstrahlung, später vor allem an hochenerge-
tischen Teilchenbeschleunigern und zunehmend durch theoretische
Erkenntnisse ein Weltbild entwickelt, das sich heute das Standard-
Modell der Teilchenphysik nennt. Zu diesen Entdeckungen gehört
die Anti-Materie (1932), die Entdeckung von insgesamt 12 funda-Standard-Modell der

Teilchenphysik mentalen Teilchen, die ähnliche Eigenschaften wie das Elektron ha-
ben, sowie von über hundert weiteren Teilchen, die ähnlich wie Pro-
ton und Neutron als gebundene Zustände von sogenannten Quarks
interpretiert werden können. Aus diesen Beobachtungen wurde zu-
nächst theoretisch gefolgert, dass die Photonen nur die einfachste
Spielart eines allgemeineren Konzepts sind, das auf Symmetrien
der Natur beruht, und mit dem zusätzlich zur elektromagnetischen
Kraft auch zwei weitere Naturkräfte formuliert werden können, die-
se sogenannte “schwache” und die “starke” Kraft. Obwohl sie theo-
retisch sehr ähnlich wie der Elektromagnetismus formuliert werden
besitzen sie jedoch auch fundamental andere Eigenschaften. Die
schwache Kraft erlaubt Umformungen verschiedener Teilchensorten
ineinander, und die starke Kraft bindet die Quarks zu Protonen und
Neutronen und diese wiederum zu Atomkernen.
Zu den fundamentalen Erkenntnissen gehört es, dass das Kon-

zept der Symmetrien Vorhersagen von Naturgesetzen erlaubt und
Beziehungen zwischen den Zahlenwerten von ansonsten scheinbar
unabhängigen Naturkonstanten erfordert. Viele der daraus resultie-
renden Vorhersagen wurden später experimentell bestätigt, zuletzt
die Vorhersage des Higgs-Teilchens durch seine Entdeckung im Jahr
2012.
Das Standard-Modell ist allerdings in seiner derzeitigen Form

nicht in der Lage vorherzusagen oder zu erklären, wie sich das Uni-
versum aus der heißen Phase nach dem Urknall in seinen jetzigen
Zustand entwickelt hat. Hierzu fehlen entscheidende Komponenten
wie das Fehlen von Anti-Materie sowie die Existenz großer Mengen
dunkler Materie und möglicher dunkler Energie. Erklärungen hier-
für erfordern die Verletzung von Symmetrien (CP-Verletzung) oder
neue, bisher unbekannte Symmetrien und erhaltene Quantenzah-
len, möglicherweise aber auch Effekte durch die Gravitation, die
als einzige Naturkraft bisher nicht ins Standard-Modell inkorpo-
riert werden konnte. Es liegt nahe, dass diese Effekte Erweiterungen
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des Standard-Modells in Energiebereichen oberhalb der jetzigen im
Labor erreichten Energien erfordern. Das Standard-Modell ist da-
her als Approximation an eine allgemeinere Theorie zu verstehen,
die aber bereits ausreichend genau ist, um experimentelle Beobach-
tungen im Rahmen ihrer jetzigen Präzision und bei ihren jetzigen
Energien voherzusagen.
Im Folgenden wird dieses Standard-Modell der Teilchenphysik be-

schrieben sowie die Experimente, die zu seiner Entwicklung geführt
haben. Die Kernphysik wird als Phänomen der starken Wechselwir-
kung eingeführt. Abschließend werden kosmologische Beobachtun-
gen und Erweiterungen des Standard-Modells andiskutiert.

7



1.1 Bausteine der Materie

1 Einleitung

1.1 Bausteine der Materie

Die Natur bei kleinen Längenskalen wird geprägt durch

• Elektronen, u-Quarks und d-Quarks. Diese Teilchen sind ver-
mutlich elementar und punktförmig, d.h. sie haben keine in-
nere Ausdehnung. Sicher ist, dass ihr Radius sehr klein ist,

R ≤ 10−19m

• u- und d-Quarks bilden gebundene Systeme, unter anderem

Proton p = uud (1.1)
Neutron n = udd (1.2)

deren Masse ≈ 1 GeV/c2 und Radius ≈ 1 fm = 10−15 m beträgt.

• Protonen und Neutronen bilden die Kerne der Atome. Volu-
men, Masse und Ladung der Kerne ergeben sich im Wesentli-
chen aus der Anzahl der beteiligten Protonen und Neutronen.
Die Protonen stoßen sich elektrisch ab. Die Bindung der Ker-
ne muss daher durch eine neue Kraft entstehen, der Starken
Wechselwirkung.

• Neutrale Atome sind gebundene Systeme aus einem Kern mit
einer entsprechenden Anzahl von Elektronen in einer äuße-
ren Hülle. Eigenschaften wie z.B. der Radius der Hülle von
typisch 10−10 m können durch elektromagnetische Wechsel-
wirkung und Quanteneffekte erklärt werden.

• Aus den Eigenschaften der Atome folgen auch die Eigenschaf-
ten der Moleküle und Festkörpern sowie der chemischen Bin-
dungen.

Vom Kristall zum Quark

• stabile Materie aufgebaut aus QUARKS und Elektronen

• bei heutigen Auflösungen von ∆x = 10−18 m keine Sub-

struktur sichtbar

Martin zur Nedden, Substruktur der Materie 2

Abb. 1.1
Struktur der Materie vom
Quark zum Kristall.

Aus diesen Zusammenhängen zwischen den elementaren Quanten
(e,u,d) und den daraus zusammengesetzten, zunehmend komplexe-
ren Strukturen leitet sich das Ziel der Teilchenphysik ab:

• Ziel der Teilchenphysik ist es, alle Naturgesetze und Teilchen
durch wenige fundamentale Prinzipien und Naturgesetze zu
erklären.

Die sehr kleinen Längenskalen (≤ 1 fm) lassen sich nach der Un-
schärferelation der Quantenmechanik nur mit sehr hohen Teilchen-
impulsen untersuchen,

∆Px ⋅∆x ≥ h̵ (1.3)
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1.1 Bausteine der Materie

Möchte man also z.B. mit einem Elektron ein Streuexperiment aus-
führen, um die innere Struktur des Protons (∆x ≈ 1 fm) zu untersu-
chen, so braucht man mindestens Elektronimpulse der Größenord-
nung

∆Px ≥
h̵

1 fm
≥ 200 MeV/c (1.4)

Ein Vergleich zur Elektronmasse von me = 0,511 MeV/c2 zeigt, dass
das Elektron hoch-relativistisch sein muss. Berechnungen von Pro-
zessen in der Teilchenphysik müssen daher immer auf Basis relati-
vistischer Kinematik und relativistischer Quantenmechanik durch-
geführt werden.

Astro-Teilchenphysik: In der Natur lassen sich hochenergetische
Teilchen in der kosmischen Strahlung (Höhenstrahlung) beobach-
ten. Diese besteht hauptsächlich aus Protonen und Elektronen, die

Abb. 1.2
Darstellung eines hochenerge-
tischen Teilchens, das aus dem
Kosmos auf die Atmosphäre
trifft und dort zahlreiche neue
Teilchen erzeugt.

in Supernova-Explosionen beschleunigt werden und extrem hohe
Energien erreichen können. Abb. 1.2 zeigt, dass in Reaktionen die-
ser Teilchen mit den Teilchen in der Atmosphäre zahlreiche weitere
Teilchen neu entstehen und selbst auf der Erde noch nachgewiesen
werden können. Bis Ende der 1930er Jahre wurden so auch Teil-
chen entdeckt, die auf der Erde bis dahin unbekannt waren. Hierzu
gehören Anti-Elektronen, Myonen und Pionen. Die Rate hochener-
getischer Teilchen ist allerdings sehr gering.

Teilchenphysik an Beschleunigern: Künstlich lassen sich höch-
ste Energien erzielen, wenn man Elektronen, Protonen oder deren
Anti-Teilchen in großen Teilchenbeschleunigern wie dem “Large Ha-
dron Collider” (LHC) beschleunigt (Abb. 1.3 und 1.4). Die höchste
erreichte Energie bisher ist 4000 GeV. Abb. 1.5 zeigt eine Proton-
Proton-Reaktion am LHC mit vielen neu erzeugten Teilchen. In
vielen Experimenten seit den 1960er Jahren wurden so mehr als
Hundert verschiedene weitere Teilchen entdeckt, zuletzt im Jahr
2012 das Higgs-Boson.

Abb. 1.3
Schematische Darstellung
des LHC Beschleunigers am
CERN.

Abb. 1.4 Schematische Darstellung der Magnete im LHC.
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1.1 Bausteine der Materie

Abb. 1.5 Foto des CMS Experiments am LHC und Bild eines Kan-
didaten für den Zerfall eines Higgs-Bosons.

Experimentell findet man also, dass es außer den Elektronen, u-
und d-Quarks viele weitere Teilchen gibt. Insgesamt ergibt sich aus
all diesen Experimenten folgendes Bild (siehe Tabellen 1.1,1.2):

• Die Fermionen lassen sich in drei Generationen von Leptonen
und Quarks einteilen:

6 Leptonen
1 2 3
νe νµ ντ
e µ τ

6 Quarks
1 2 3
u c t
d s b

Leptonen und Quarks
• Leptonen e, µ, τ ∶ Zusätzlich zum Elektron gibt es mit dem

Myon (µ) und dem Tau (τ) zwei weitere geladene Teilchen,
die zwar viel schwerer sind, aber ansonsten praktisch die glei-
chen Eigenschaften haben (elementar, Spin 1/2, el. Ladung
−e, gleiche schwache Wechselwirkung).

10



1.2 Kräfte

• Leptonen νe, νµ, ντ ∶ Zu jedem geladenen Lepton gibt es ein
weiteres neutrales Teilchen (Neutrino). Neutrinos haben eine
sehr viel kleinere Masse, aber ansonsten ähnliche Eigenschaf-
ten (elementar, Spin 1/2, gleiche schwache Wechselwirkung).

• Quarks u, d, c, s, t, b : Parallel zu den sechs Leptonen gibt es
auch sechs Quarks. Diese tragen elektrische Ladung:

u,c,t ∶ +2
3 e (1.5)

d,s,b ∶ −1
3 e (1.6)

Sie sind ebenfalls elementar und haben Spin 1/2. Zusätzlich
tritt jedes Quark in drei verschiedenen Variationen auf, den
drei “Farben” (rot, grün und blau). Die Farben entsprechen
den “Ladungen” der starken Wechselwirkung. Durch diese drei
weiteren Ladungen ziehen sich Quarks gegenseitig an und bil-
den daher stark gebundene Systeme, die Hadronen.

• Anti-Teilchen: Zu jedem Lepton und Quark gibt es ein Anti-
Teilchen. Es hat jeweils genau die gleiche Masse und Spin,
aber entgegengesetzte Ladung und bei den Quarks auch ent-
gegengesetzte Farbe (anti-rot, anti-grün, anti-blau).

Neben diesen 12 elementaren Teilchen und ihren Anti-Teilchen bil-
den die Quarks folgende zusammengesetzte Teilchen, die insgesamt
Hadronen genannt werden: Mesonen und Baryonen

sind Hadronen• Mesonen aus jeweils einem Quark und einem Anti-Quark. Me-
sonen haben Spin 0,1,2,... (Summe der Spins und der Bahn-
drehimpulse). Die Masse der Mesonen ergibt sich aus den
Quarks, ihrer Bindungsenergie und ihrem Spin.

• Baryonen aus jeweils drei Quarks. Baryonen haben Spin 1/2,
3/2, ... Zu ihnen gehören Proton und Neutron. Anti-Baryonen
bestehen aus drei Anti-Quarks.

1.2 Kräfte

Das wichtigste quantitative Konzept zur Beschreibung von Teil-
chenreaktionen ist natürlich die Quantenmechanik, allerdings nicht
in Form der Schrödinger-Gleichung, denn diese ist nicht-relativistisch
und bietet außerdem auch keine Möglichkeit, die Entstehung von
neuen Teilchen zu beschreiben. Generell muss daher in Berechnun-
gen anstelle der nicht-relativistischen Schrödinger-Gleichung eine
relativistische Formulierung der Quantenmechanik verwendet wer-
den. Aus Einsteins berühmter Equivalenz von Energie und Masse

E =mc2

folgt direkt zumindest prinzipiell die Möglichkeit, aus der kineti-
schen Energie von Teilchen im Anfangzustand die Masse neuer Teil-
chen zu erzeugen. In Abb. 1.5 wurde die Energie im Anfangzustand
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1.2 Kräfte

Name Masse Ladung Farbe
(GeV) (e)

Spin 0
H Higgs 125,7 0 -

Spin 1/2
neutrale Leptonen

νe e-Neutrino < 10−9 0 -
νµ µ-Neutrino < 10−9 0 -
ντ τ -Neutrino < 10−9 0 -

geladene Leptonen
e Elektron 0,000511 -1 -
µ Myon 0,106 -1 -
τ Tau 1,777 -1 -

up-artige Quarks
u up-Quark 0,003 +2/3 ja
c charm-Quark 1,2 +2/3 ja
t top-Quark 173 +2/3 ja

down-artige Quarks
d down-Quark 0,006 -1/3 ja
s strange-Quark 0,1 -1/3 ja
b bottom-Quark 4,2 -1/3 ja

Spin 1
Eich-Bosonen

γ Photon 0 0 -
W ± W-Boson 80,42 ±1 -
Z0 Z-Boson 91,19 0 -
g Gluon 0 0 ja

Tabelle 1.1 Tabelle der 17 fundamentalen Quanten des Standard-
Modells sortiert nach ihrem Spin. Gelistet ist außerem die Masse (in
GeV), die elektrische Ladung in Einheiten der Elementarladung und ob
die Teilchen bezüglich der starken Wechselwirkung Farbe tragen. Nicht
gezeigt ist das hypotetische Graviton mit Spin 2, dass das Austausch-
quant der Gravitation sein würde.
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1.2 Kräfte

linkshändige Doubletts

Lepton-Generationen Quark-Generationen I3

(νeL
eL

) (νµL
µL

) (ντL
τL

) (uL
dL

) (cL
sL

) (tL
bL

) +1/2
−1/2

rechtshändige Singletts

Lepton-Generationen Quark-Generationen I3

νeR, eR, νµR, µR, ντR, τR, uR, dR, cR, sR, tR, bR 0

Tabelle 1.2 Tabelle der Spin 1/2 Fermionen des Standard-Modells,
sortiert in die jeweils drei Generationen der Leptonen und der Quarks.
Der schwache Isospin (dritte Komponente I3) entspricht der Ladung der
schwachen Wechselwirkung. Nur linkshändige Teilchen (Index L) tragen
schwachen Isospin, rechtshändige Teilchen (Index R) dagegen nicht.

Mesonen: q + q̄′

mit ū,d̄ mit s̄ mit c̄ mit b̄
u,d: Pionen

ud̄ ∶ π+(0,1396)
uū, dd̄ ∶ π0(0,1350)
s: Kaonen

sū ∶ K−(0,494)
sd̄ ∶ K̄0(0,498)

c: D-Mesonen
cd̄ ∶ D+(1,869) cs̄ ∶ D+

s (1,97)
cū ∶ D0(1,865) cc̄ ∶ J/Ψ(3,09)

b: B-Mesonen
bū ∶ B−(5,279) bc̄ ∶ B−(6,40)
bd̄ ∶ B̄0(5,279) bs̄ ∶ B̄0

s(5,47) bb̄ ∶ Υ(9,46)

Baryonen: q + q′ + q′′

mit u,d mit s mit c mit b
leichte Quarks
uud ∶ p(0,9383)
udd ∶ n(0,9396)
uuu ∶ ∆++(1,23)
ddd ∶ ∆−(1,23)

schwere Quarks uds ∶ Λ0(1,12) udc ∶ Λ+
c (2,29) udb ∶ Λ0

b(5,62)
uss ∶ Ξ0(1,32) usc ∶ Ξ+

c (2,47)
sss ∶ Ω−(1,67)

Tabelle 1.3 Tabelle mit einigen Beispielen der leichtesten Hadronen
(Mesonen und Baryonen). Gelistet ist der Quark-Inhalt, das verwendete
Symbol sowie (in Klammern in GeV) die Masse des Hadrons.
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1.2 Kräfte

tatsächlich nur zu wenigen Prozent in Masse umgewandelt, der Rest
findet sich in der kinetischen Energie der entstandenen Teilchen.
Historisch hat sich aus der Verbindung von Quantenmechanik

und spezieller Relativitätstheorie die Quantenfeldtheorie entwickelt.
In dieser spielen Symmetrien eine besondere Rolle und führen zu
Erhaltungssätzen für Ladungen und zu Wechselwirkungen zwischen
Teilchen. Mit diesem Konzept der sogenannten “Eichtheorien” ist es

Peter Schleper
Physik nach LHC

Januar 2005E i c h- T h e o r i e

!"#$%&$'())))))*+&,()-&.#%/0/%(

!"#$%&$1&.2%3&45/&

6/7389''&%5/&$

:&5.&/%"$;)2&5)<#%"5=5#&1%&
&.&=%54'#;$(>)8%#5=&>)873?#73&)@5#1%

Theorem: Nur Eichtheorien liefern 
physikalisch sinnvolle Resultate

Quantentheorie: 
Teilchen folgen Wellengleichungen
Nur Betrag der Wellen ist 
beobachtbar:
Phase der Welle ist beliebig:

ei

laesst Experiment unveraendert
Symmetrie der Natur:

Erhaltung der Elektr. Ladung
, Z,W,g  haben Spin 1

Form der Kraefte
Alle Teilchen in kompletten
Generationen
Vorhersage Charm, Top, Neutrinos
Es muss ein Higgs Teilchen geben
Higgs wechselwirkt mit Masse
Quantenkorreturen
Selbstwechselwirkung von
Z,W,g,H

4

Abb. 1.6
Schema der theoretischen
Konzepte in der Teilchenphy-
sik.

gelungen, drei der vier Kräfte in der Natur zu formulieren:

• Die elektromagnetischeWechselwirkung betrifft außer den Neu-
trinos alle Leptonen und Quarks in genau der gleichen Weise.
Allerdings ist die Ladung der Quarks geringer. Die Wechsel-
wirkung wird durch den Austausch von Photonen vermittelt.
Zusätzlich zu elastischen Prozessen wiePhoton

e− p→ e− p

werden aber auch Prozesse wie Paarvernichtungs- und Erzeu-
gungsprozesse

e+ e− → µ+ µ−

beschrieben, die in der Natur tatsächlich beobachtet werden.

• Die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks erfolgt nach
fast den gleichen Regeln wie beim Elektromagnetismus. Die
Wechselwirkung wird durch den Austausch von Gluonen ver-
mittelt. Es gibt Prozesse wieGluon

us→ us

u ū→ t t̄

Da die Gluonen ebenfalls Farbe tragen, gibt es auch Reaktio-
nen wie

g g → u ū gg → gg

• Die schwache Wechselwirkung erlaubt als einzige die Um-
wandlung von Teilchensorten in andere Teilchensorten. Sie
wird durch den Austausch von W ± und Z0 vermittelt.W±, Z0

µ− → νµ e
− ν̄e

t→ bW +

• Alle Austauschteilchen γ, g,W ±, Z0 sind Spin 1 Bosonen. Pho-
tonen und Gluonen sind masselos. Die W ± und Z0 gehören
dagegen zu den schwersten Teilchen überhaupt.

• Eine komplett andere Wechselwirkung liegt beim Higgs-Teilchen
vor. Diese beruht auf einer sogenannten spontanen BrechungHiggs
einer Symmetrie und beschreibt Wechselwirkungen zwischen
dem Higgs-Teilchen und Teilchen, die Masse haben.

Die folgende Abbildung 3.1 beschreibt alle Teilchen und Wechsel-
wirkungen im Standard-Modell.
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1.2 Kräfte

Bo +-WoW

Zo +-Wg

Mesonen: π, K,...

γ

Symmetrie Brechung

spontane

Higgs

starke WW

SU(3)c SU(2)LU(1)Y

elektro-schwache WW

Wechselwirkungen

Das Standard Modell

U(1)e
QED

ν  ν  ν
Leptonen

µ τ
 µ  τe

e

d   s   b

Quarks
u   c   t

lokale Eichtheorien

Baryonen: p,n,...

Abb. 1.7 Schema des Standard-Modells mit allen Teilchen. Grüne
Pfeile stellen Wechselwirkungen dar.

Sicher ist das Standard-Modell keine Theory of Everything (TOE)
sondern nur unser derzeitiges Bild der Naturgesetze (Tabelle 9.1).
Abb. 1.8 zeigt bereits erreichte, aber auch weitere, zumindest kon-
zeptionell angedachte Schritte einer Vereinigung der Naturgesetze.
Ein Ziel dieser Schritte ist sicher auch ein Verständnis der frühen
Phasen und Phasenübergänge im frühen Universum (Abb. 1.9).

Forderungen an eine fundamentale Theorie Standard-Modell

Wenige Grundannahmen
√

Kausalität, Raum-Zeit, Quantentheorie

Wenige Naturkonstanten, Teilchen und Kräfte nein
26 freie Parameter (ohne Gravitation);
e, µ, τ, νe, νµ, ντ , u, d, s, c, t, b,W ±, Z, γ, g,H,
dunkle Materie

Vorhersagekraft
√

ντ , t,W,Z , Higgs

gültig in allen Prozessen
in Laborexperimenten

√

im Kosmos nein

gültig bei allen Energien: Extrapolierbarkeit nein
Λ ≳ 1TeV ⇒MHiggs →∞
Hierarchieproblem
Λ ≥ 1019GeV ⇒ Quanten-Gravitation

Erklärung, warum die Natur so ist, wie sie ist nein

Tabelle 1.4 Das Standard-Modell im Vergleich zu Erwartungen an
eine fundamentale Theorie der Natur.
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1.2 Kräfte Peter Schleper
Physik nach LHC

Januar 2005T h e o r i e n d e r P h y s i k

Energie, Temperatur, Zeit

Abb. 1.8 Schema der Vereinheitlichungen der Wechselwirkungen.

Abb. 1.9 Entwicklung des Universums.
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2.1 Wirkungsquerschnitt

2 Streuprozesse und Zerfälle

2.1 Wirkungsquerschnitt

Die Streuung von Teilchen aneinander ist die wichtigste Messme-
thode der Teilchenphysik. Man unterscheidet:

a

b

a′

b′

Abb. 2.1
Elastische Streuung.

• elastische Streuung a + b→ a′ + b′.
Im Anfangszustand und Endzustand liegen die gleichen Teil-
chen vor. Da die Massen sich nicht ändern, bleibt die kineti-
sche Energie erhalten.

• inelastische Streuung a + b→ c + d + . . ..
Es entstehen andere Teilchen oder angeregte Zustände mit
höheren Massen.

Von “fixed target” Experimenten spricht man, wenn Teilchen a in
einem Teilchenstrahl vorliegt und Teilchen b ruht, das “target” also
ein Gas, eine Flüssigkeit oder ein ruhender Festkörper ist. Bei einem
“Collider” hingegen haben a und b vergleichbar hohe Energien.
Im Folgenden wird immer die Annahme der Streuung einzelner

Teilchen gemacht, d.h.

• alle Teilchen im Teilchenstrahl reagieren unabhängig, d.h. die
de Broglie-Wellenlänge << Abstand der Teilchen,

• Die Wahrscheinlickeit einer Streuung ist klein, so dass Mehr-
fachstreuungen keine Rolle spielen,

• die Bindungsenergie von b im Target kann vernachlässigt wer-
den.

Wirkungsquerschnitt

Abb. 2.2 Streuung in einem “fixed target” Experiment.

Ein “fixed Target” Experiment ist gekennzeichnet durch

• na = Dichte der Teilchen a im Strahl, [na] = Anzahl/cm3

• nb = Dichte der Teilchen b im Target1 [nb] = Anzahl/cm3.
1 Für ein Target aus Atomen gilt

nb =
NA ⋅ %

MMol
(2.1)
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2.1 Wirkungsquerschnitt

• dx = Targetdicke, [dx] = cm.

Innerhalb des Querschnittsfläche A des Strahls ist die Anzahl der
Teilchen Nb = nb ⋅ A ⋅ dx. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzel-
nes Teilchen a im Target reagiert, hängt im einfachsten Fall vom
geometrischen Querschnitt σ des a − b Systems ab,

w = σ Nb

A
= σ nb dx (2.2)

Mehrfachstreuung kann vernachlässigt werden für ω << 1, also für
hinreichend kleine dx. Bei einer Wechselwirkung mit langer Reich-
weite ist σ nicht länger nur der geometrische Querschnitt, sondern
charakterisiert ganz allgemein die Wechselwirkung. Definiert durch
die obige Gleichung w = σ nb dx wird er daher als Wirkungsquer-
schnitt bezeichnet und ist ein Mass für die Reaktionswahrschein-
lichkeit einer einzelnen Teilchenreaktion. Er entspricht der “effekti-
ven Fläche” des Streuzentrums und ist unabhängig vom jeweiligen
Experiment.
Da w dimensionslos ist, hat σ die Dimension einer Fläche. Das es

sich in aller Regel um sehr kleine Flächen handelt, wird als Einheit
das “barn” verwendet,

1 barn = 1 b = (10 fm)2 = 10−28m2

Ein Proton hat in dieser Einheit den geometrischen Querschnitt
πr2

p = π ⋅ (1.4 fm)2 = 0,06 b.
Für Teilchen a mit Geschwindigkeit va entspricht der Teilchen-

fluss

φa = na ⋅ va [φa] =
Teilchen

cm2 s
(2.3)

der Anzahl Teilchen, die pro Zeit durch eine Queschnittsfläche tre-
ten. Die Reaktionsrate im Experiment, d.h. die Anzahl der Reak-
tionen pro Zeiteinheit, ist damit bezogen auf den Strahlquerschnitt
A

dN

dt
= φa A ω = φaAnb dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
L

σ (2.4)

oder

dN

dt
= Lσ (2.5)

Hierbei hängt die Luminosität L nur vom Experiment ab. Für ein
“fixed target“ Experiment ist sie

Lfixed target = va naNb (2.6)

mit dem Atomgewicht MMol, der Avogadrozahl NA und der Targetdichte
%.
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2.1 Wirkungsquerschnitt

Diese Größe kann man auch für ein Collider-Experiment definieren.
In einem Collider kreisen Teilchen-Pakete (“Bunch”) von typisch
1010 Teilchen auf gegenläufigen Bahnen. Wenn Na,Nb die Anzahl
der Teilchen in den Teilchenpaketen sind und f die Frequenz, mit
der sie im Experiment aufeinander treffen, dann ist die Lumiosität

LCollider = f
NaNb

4π σx σy
(2.7)

Hierbei sind σy, σy die Breiten der Gaußverteilungen der Strahlpa-
kete der Teilchen senkrecht zu ihrer Flugrichtung.

Abb. 2.3
Teilchenpakete in einem Colli-
der.

Messung des Wirkungsquerschnitts bei Absorption Wenn durch
die Reaktionen die Teilchen a absorbiert werden entsteht eine einfa-
che Methode zur Messung des Wirkungsquerschnitts durch die Ab-
schwächung des Teilchenstrahls in einem hinreichend dicken Target.
Die Abnahme der Teilchenzahl Na ist

dNa = −wNa (2.8)
−dNa

Na

= w = σ nb dx (2.9)

so dass

Na(x) = N0 e
−x/λ (2.10)

Hier ist

λ = 1

σ nb
(2.11)

die mittlere freie Weglänge zwischen zwei Wechselwirkungen. Die
Messung der Anzahl der Teilchen Na nach dem Target ergibt also
direkt den Wirkungsquerschnitt.

Differentieller und totaler Wirkungsquerschnitt Die wichtigste Mess-
größe ist der Wirkungsquerschnitt als Funktion der kinematischen
Variablen (x1,x2, x3... = Impulse, Energien, Winkel) der Teilchen im
Endzustand,

dσ

dx1dx2dx3 . . .
(2.12)

Häufig erfolgt die Messung nur als Funktion einer oder zwei dieser
Größen,

dσ

dx1

,
dσ

dx1dx2

(2.13)

d.h. es wird über alle anderen Freiheitsgrade integriert. Der totale
Wirkungsquerschnitt ist dann

σ = ∫ dx1 dx2 dx3...
dσ

dx1dx2dx3 . . .
(2.14)
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2.2 Rutherford-Streuung klassisch

Klassische Interpretation des differentiellen Wirkungsquerschnitts
In einem fixed target Experiment lässt sich der Wirkungsquer-
schnitt klassisch wie folgt verstehen.

Abb. 2.4 Messung des Differentiellen Wirkungquerschnitts in einem
fixed target Experiment.

Ein paralleler Strahl von Teilchen nähert sich ein Target. Eines der
Teilchen mit senkrechtem Abstand b (Stoßparameter) zum Streu-
zentrum wird durch die Wechselwirkung mit dem Streuzentrum
(z.B. das Coulomb-Potential) unter einem Weinkel θ abgelenkt.
Klassisch werden alle Teilchen mit gleichem Stoßparameter die glei-
che Ablenkung erfahren, d.h. alle Teilchen, die einen gedachten
schmalen Ring db durchlaufen, werden in einem Streuwinkelbereich
dθ landen, wenn das Streupotential nicht von φ abhängt. Geome-
trisch hat der Ring die Fläche

dσ = 2π b db (2.15)

Das entsprechende Raumwinkelelement integriert über φ ist

dΩ = 2π sin θ dθ (2.16)

Damit ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

dσ

dΩ
= b

sinθ
∣db
dθ

∣ (2.17)

Wichtig ist, dass kleine Stoßparameter b großen Ablenkwinkeln θ
entsprechen. Der Wirkungsquerschnitt muss immer positiv sein.

2.2 Rutherford-Streuung klassisch

Unter Rutherford-Streuung versteht man die klassische Streuung
von geladenen Teilchen bei Vernachlässigung des Spins. Historisch
interpretierte E. Rutherford die Resultate der Experimente von Gei-
ger und Marsden, in denen Helium-Kerne mit hoher Energie an ei-
ner Goldfolie streuten. Rutherford schloß daraus erstmals auf die
Existenz von Atomkernen.
Im Folgenden betrachten wir die Streuung eines leichten Teilchens

a an einem ruhenden schweren Teilchen b mit ma ≪ mb im nicht-
relativistischen Grenzfall. Hierfür gilt die Näherung

Ea = E′
a, ∣P⃗a∣ = ∣P⃗ ′

a∣ (2.18)
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2.2 Rutherford-Streuung klassisch

Teilchen a wird damit im statischen Potential von Teilchen b ge-
streut.

Aufgabe 2.1: Energieübertrag ∆E, 3-er Impulsüber-
trag ∆P⃗ und 4-er Impuls ∆p sind definiert durch

∆E = Ea −E′
a ∆P⃗ = P⃗a − P⃗ ′

a (2.19)

Zeigen Sie, dass für ma ≪ mb bei elastischer Streu-
ung der Energieübertrag viel kleiner ist als der 3-er
Impulsübertrag. Daraus folgt auch, dass der 4-er Im-
pulsübertrag ∆p = pa−p′a und der 3-er Impulsübertrag
(bis auf das Vorzeichen) fast gleich groß sind.

i) Die Beziehung zwischen Impulsänderung ∆p und Streuwinkel
θ folgt aus dem Sinussatz,

∣∆P⃗ ∣
sin θ

= ∣P⃗2∣
sin(1

2(π − θ))
= ∣mv0∣

cos θ2
(2.20)

Wegen sin θ = 2 sin θ
2 cos θ2 folgt

∣∆P⃗ ∣ = 2mv0 sin
θ

2
(2.21)

Abb. 2.5
Impulsübertrag ∆P⃗ .

ii) Drehimpulserhaltung gilt für jedes Zentralpotential,

∣L⃗∣ = ∣r⃗ × P⃗ ∣ =mr2ω (2.22)

b ⋅m ⋅ v0 =mr2dφ

dt
(2.23)

Abb. 2.6
Drehimpulserhaltung.

iii) Die Impulsänderung erfolgt durch die Kraft F⃗ = dP⃗ /dt,

∆P⃗ = P⃗ ′
a − P⃗a = ∫

∞

−∞
F⃗ dt (2.24)

Benutzt man, dass aus Symmetriegründen nur die Kompo-
nente in n⃗-Richtung relevant ist, so folgt

∣∆P⃗ ∣ = ∫
∞

−∞
F cosφ dt = ∫

1
2
(π−θ)

− 1
2
(π−θ)

F cosφ
dt

dφ
dφ (2.25)

Einsetzen von ii) ergibt

∣∆P⃗ ∣ = ∫
1
2
(π−θ)

− 1
2
(π−θ)

F r2

b v0

cosφdφ (2.26)

iv) Für die Coulomb-Kraft F gilt

F r2 = QaQb

4πε0
= const, (2.27)
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2.2 Rutherford-Streuung klassisch

so dass der Integrand unabhängig von r wird. Es folgt

∣∆P⃗ ∣ = F r
2

b v0
∫

1
2
(π−θ)

− 1
2
(π−θ)

cosφdφ = 2
F r2

b v0

cos
θ

2
(2.28)

Mit dem Impulsübertrag aus Gl. 2.21 folgt

b = 2
F r2

v0

1

2mv0

cot
θ

2
= a cot

θ

2
(2.29)

und

db

dθ
= −a

2 sin2 θ
2

(2.30)

Hierbei ist mit Qa = Za e und Qb = Zb e,

a = F r2

2Ekin
= QaQb

8πε0Ekin
= αZaZb

2Ekin
(2.31)

α = e2

4πε0
(2.32)

Damit ist der Wirkungsquerschnitt (Gl. 2.17) gegeben durch

dσ

dΩ
= b

sin θ
∣db
dθ

∣ = a2

sin θ
⋅ cotθ

2
⋅ 1

2 sin2 θ
2

(2.33)

= a2

4

1

sin4 θ
2

(2.34)

Im letzten Schritt wurde sin θ = 2 sin θ
2 cos θ2 benutzt. Insgesamt ist

dannRutherford-Formel

dσ

dΩ
=

Z2
aZ

2
bα

2

16E2
kinsin

4 θ
2

(2.35)

Der Ausdruck im Nenner ergibt sich direkt aus dem 3-er Impuls-
übertrag Gl. 2.21

∣∆p⃗∣ ≡ ∣q⃗∣ = 2mv0 sin
θ

2
(2.36)

und Ekin = 1
2mv

2
0, so dass endgültig

dσ

dΩ
= (2mZaZbα)2

(q⃗)4
(2.37)

• Der Wirkungsquerschnitt fällt sehr schnell mit θ. Er wird bei
θ = 1800 aber nicht Null. Aus diesem Verhalten hat Ruther-
ford auf die Existenz des Kerns geschlossen.

• Die Winkelverteilung hängt nicht vom Vorzeichen der Ladun-
gen ab. Anziehende und abstoßende Kräfte ergeben also die
gleiche Winkelverteilung.

22



2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik

Abb. 2.7 Winkelverteilung für Rutherford-Streuung.

2.3 Streuprozesse in der Quanten-
mechanik

2.3.1 Fermi’s Goldene Regel
Gegeben sei ein Problem mit Hamiltonoperator

H =H0 + V (∣r⃗∣) (2.38)

wobei H0 der Hamilton-Operator für ein freies Teilchen ist und das
Streupotential V zeitunabhängig und radialsymmetrisch sein soll.
Im Fall der Streuung eines elektrisch geladenen Teilchens ist V das
Coulomb-Potential des Streuzentrums.
Ohne äußeres Potential, V = 0, also für ein freies Teilchen, seien

die zeitunabhängigen Teile der Lösungen ∣un⟩, so dass

H0 ∣un⟩ = En ∣un⟩ ⟨um ∣un⟩ = δmn (2.39)

Gesucht wird die Lösung der Schrödinger-Gleichung

i ∂t ∣Ψ⟩ = (H0 + V ) ∣ψ⟩ (2.40)

Man kann ∣Ψ⟩ als Entwicklung nach ungestörten Eigenfunktionen
ansetzen,

∣Ψ⟩ =∑
n

cn(t) ∣un⟩ e−iEnt (2.41)

so dass ∣cn(t)∣2 die Wahrscheinlichkeit angibt, das Teilchen zum
Zeitpunkt t im Zustand n mit Energie En anzutreffen. Aus der
Schrödinger-Gleichung folgt dann (Produktregel)

i∑
n

ċn ∣un⟩ e−iEnt +∑
n

En cn ∣un⟩ e−iEnt =∑
n

cn (H0 + V ) ∣un⟩ e−iEnt

mit ∂tcn = ċn. Wegen Gleichung 2.39 fallen zwei der vier Terme weg
und es folgt

i∑
n

ċn ∣un⟩ e−iEnt =∑
n

cn V ∣un⟩ e−iEnt (2.42)
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2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik

Durch Multiplikation von links mit ⟨um∣ erhält man

i ċm =∑
n

⟨um ∣V ∣un⟩ cn ei(Em−En) t (2.43)

Mit dem Matrixelement

Mmn = ⟨um ∣V ∣un⟩ (2.44)

ist also

i ċm =∑
n

Mmn cn e
i(Em−En) t (2.45)

In diesem sog. Wechselwirkungsbild der Quantenmechanik ent-Wechselwirkungsbild
der Quantenmechanik sprechen diese Gleichungen der Schrödinger-Gleichung. Die Zeit-

entwicklung ist für ein statisches Potential völlig in den cn(t) ent-
halten.
Dieses System gekoppelter Differentialgleichungen wird in der so-

genannten Born’schen Näherung gelöst. Betrachtet wird die Streu-
ung im Zeitinterval −T ≤ t ≤ T . Im Anfangszustand (t = −T ) soll
das Teilchen in einem bestimmten Zustand i sein, so dass

ci(t = −T ) = 1 cj(t = −T ) = 0 für j ≠ i (2.46)

Es wird angenommen, dass die Störung durch das Potential so klein
ist, dass der Anfangszustand nur wenig entvölkert und andere Zu-Born’sche Näherung
stände nur wenig bevölkert werden, so dass

ci(t > −T ) ≈ 1 cj(t > −T ) ≈ 0 für j ≠ i (2.47)

Insgesamt entspricht dies der Näherung, dass eine ebene Welle in
die Reaktion einläuft und nur ein einzelnes Teilchen (Photon) aus-
getauscht wird. In dieser Näherung folgt

i ċm = Mmi e
i(Em−Ei) t (2.48)

Bei konstanter Störung ergibt die Integration (für m ≠ i, d.h. für
gestreute Zustände)

i cm(T ) = Mmi ∫
+T

−T
dt ei(Em−Ei) t (2.49)

= Mmi
1

i(Em −Ei)
(ei(Em−Ei)T − e−i(Em−Ei)T ) (2.50)

= Mmi
2i sin((Em −Ei)T )

i(Em −Ei)
(2.51)

Aus dieser Amplitude für den Übergang von i nach m folgt für die
Wahrscheinlichkeit Pmi, das System zur Zeit T im Zustand m zu
finden,

Pmi = ∣cm∣2 = 4 ∣Mmi∣2
sin2((Em −Ei)T )

(Em −Ei)2
(2.52)
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2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik

Für die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit bis t = T muss

P (T ) =∑
m

Pmi = 4∑
m

∣Mmi∣2
sin2((Em −Ei)T )

(Em −Ei)2
(2.53)

berechnet werden. Diese Summe betrifft alle internen Freiheitsgra-
de im Endzustand wie Spin, Farbe und die Impulszustände für die
jeweilige Energie. In Streuprozessen sind kontinuierliche Werte der
Energien möglich, so dass zu einem Integral über die Energie über-
gegangen werden muss. Ist %(Em) die Dichte der Endzustände in
einem Energieintervall dEm, so ist

P (T ) = ∫ dEm %(Em)Pmi (2.54)

= 4∫ dEm ∣Mmi∣2 %(Em) sin2((Em −Ei)T )
(Em −Ei)2

(2.55)

Der Faktor %(E) wird “Phasenraumfaktor” genannt. Für unendlich
große Zeiten T wird das relevante Energieintervall dEm beliebig
klein. Dies entspricht der Unschärferelation und für lange Zeiten
der Energieerhaltung zwischen Anfangszustand und Endzustand.
Daher kannMmi und %(Em) über die Breite des Intervalls als kon-

Abb. 2.8
Unschärfe-Relation bei der
Ableitung der Goldenen Re-
gel.

stant gesetzt werden. Für einen messbaren Endzustand der Energie
Em = E ist mitMmi =Mfi (f=”final”) also

P (T ) = 4 ∣Mfi∣2 %(E) ∫ dE
sin2((E −Ei)T )

(E −Ei)2
(2.56)

Substituiert man x = E − Ei, so ist das Integral im Interval −∞ <
E −Ei <∞ gleich π ⋅ T ,

P (T ) = 4π T ∣Mfi∣2 %(E) (2.57)

Die Übergangsrate ist die Übergangswahrscheinlichkeit pro betrach-
tetem Zeitraum, hier also −T ≤ t ≤ T , Fermi’s Goldene Regel

W = 2π ∣Mfi∣2 %(E) (2.58)

Diese Formel ist die Grundlage der Berechnung von Streuprozessen.

• Das Matrixelement Mfi beinhaltet die Information über die
Wechselwirkung zwischen Teilchen und Streuzentrum.

• Der Phasenraumfaktor %(E) beschreibt die Kinematik des
Streuprozesses. Er ist proportional zur Dichte der möglichen
Endzustände.

Diese Übergangsrate ist bezogen auf ein einzelnes Strahlteilchen
und ein einzelnes Target-Teilchen. Der Zusammenhang mit dem
messbaren Wirkungsquerschnitt ergibt sich mit Gleichung 2.5,

W = dN/dt
NaNb

= σ ⋅ va ⋅
na
Na

(2.59)
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2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik

2.3.2 Rutherford-Streuung
Die quantenmechanische Berechnung der Rutherford-Streuung geht
wieder von einem schweren Target aus, d.h. der Rückstoß auf den
Kern wird zunächst vernachlässigt. Außerdem werden Spin-Effekte
nicht berücksichtigt. Berechnet werden muss das Matrixelement

Mfi = ⟨uf ∣V ∣ui⟩ (2.60)

Mit ebenen Wellen für das einlaufende Teilchen i und das auslau-
fende Teilchen f ,

∣ui⟩ = eiP⃗ir⃗ ∣uf ⟩ = eiP⃗f r⃗ (2.61)

ergibt sich

Mfi = ⟨uf ∣V ∣ui⟩ = ∫ d3r u∗fV ui = ∫ d3r e−iP⃗f r⃗ V eiP⃗ir⃗ (2.62)

Mit dem Impulsübertrag

q⃗ = P⃗i − P⃗f (2.63)

ist

Mfi = ∫ d3r eiq⃗ r⃗ V (2.64)

Das Matrix-ElementMfi ist in diesem Fall also einfach die Fourier-
Transformierte des Streupotentials.
Eine allgemeine Lösung erhält man durch2

Mfi = ∫ d3r eiq⃗ r⃗ V (2.66)

= −1

q⃗ 2 ∫ d3r (∇2 eiq⃗ r⃗) V (2.67)

= −1

q⃗ 2 ∫ d3r eiq⃗ r⃗ ∇2V (2.68)

Speziell für die Coulomb-Wechselwirkung mit statischem Streupo-
tential für ein Teilchen a mit Ladung Za e ergibt sich V aus dem
skalaren Coulomb-Potential Φ, das über die Poisson-Gleichung mit
der Ladungsdichte des Streuzentrums zusammenhängt,

V = Za eΦ(r⃗) ∇2Φ(r⃗) = −%(r⃗) (2.69)

Daher folgt

Mfi =
Za e

q⃗ 2 ∫ d3r eiq⃗ r⃗ %(r⃗) (2.70)

2 Für eine nach außen hinreichend schnell abfallende Funktion f(r⃗) ist bei
Integration bis ins Unendliche ∫ d3r∇f = 0. Mit f = (V∇U) − (U∇V ) folgt

0 = ∫ d3r∇f = ∫ d3r (V∇2U) − (U∇2V ) (2.65)

Mit U = eiq⃗x⃗ folgt Gleichung 2.68.
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2.3 Streuprozesse in der Quantenmechanik

Punktförmiges Streuzentrum Für eine punktförmige Ladung Zb e
im Streuzentrum ist

%(r⃗) = Zb e δ3(r⃗) (2.71)

Damit ist das Integral über die Ladungsverteilung gleich 1 und das
Matrixelement ist

Mfi =
ZaZb e2

q⃗ 2
(2.72)

Für Fermi’s Goldene Regel wird

∣Mfi∣2 =
(ZaZb e2)2

q⃗ 4
(2.73)

benötigt. Bis auf Vorfaktoren, die sich aus der Normierung der
Wellenfunktionen und dem Phasenraum ergeben, ist dies gerade
der klassisch abgeleitete Rutherford Wirkungsquerschnitt von Glei-
chung 2.37.

Mott-Wirkungsquerschnitt Für die Rutherford-Formel wurde nicht-
relativistisch gerechnet, kein Spin berücksichtigt und auch der Rück-
stoß auf den Kern vernachlässigt. Um die Strukturen von Hadronen
oder Kernen mit Elektronenstrahlen auflösen zu können, müssen
hohe Elektronenergien von mehreren 100 MeV verwendet werden.
Dann kann man weder den Rückstoß auf die Kerne noch relativisti-
sche Effekte und auch den Spin nicht vernachlässigen. Für diesen
Fall gilt die Mott-Formel. Sie muss aus der Dirac-Gleichung abge-
leitet werden. Mit Ze = −1 und Ee als Gesamtenergie des Elektrons
gilt

dσ

dΩ
∣
Mott

= ( Zα

2Eeβ2
)

2 1

sin4 θ
2

(1 − β2sin2 θ

2
) (2.74)

Der Term mit β2 sin2 θ/2 ist der Beitrag durch den Spin des Elek-
trons. Er wird bei β → 1 ebenso groß wie die Coulomb-Wechselwirkung.
Mit dem 4-er Impulsübertrag

q2 = (e − e′)2
≈ 4EeE

′
esin

2 θ

2
(2.75)

folgt für β ≈ 1

dσ

dΩ
∣
Mott

= (2Zα)2E
′2
e

q4
cos2 θ

2
(2.76)

Ohne Rückstoß auf den Kern müsste E′
e durch Ee ersetzt werden.
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2.4 Struktur der Hadronen und Ker-
ne

2.4.1 Formfaktor
Für eine radialsymmetrische, aber nicht punktförmige Ladungsver-
teilung

%(r) = Zb e f(r) mit ∫ d3r f(r) = 1 (2.77)

ist das Matrixelement nach Gleichung 2.70

Mfi =
Za e

q⃗ 2 ∫ d3r eiq⃗ r⃗ %(r⃗) = ZaZb e
2

q⃗ 2
F (q⃗) (2.78)

mit dem Formfaktor

F (q⃗) = ∫ d3r eiq⃗ r⃗ f(r) (2.79)

Der Formfaktor ist also die Fourier-Transformierte der geometri-
schen Form der normierten Ladungsverteilung f(r) des Streuzen-
trums. Daraus folgt für den Wirkungsquerschnitt

dσ

dΩ
= dσRutherford

dΩ
∣F (q⃗)∣2 (2.80)

Aus der Messung des differentiellen Wirkungsquerschnitts im Im-
pulsraum kann also der Formfaktor bestimmt werden. Durch Rück-
transformation kann daraus im Prinzip die Ladungsverteilung f(r)
bestimmt werden. Das Integral der Rücktransformation muss je-
doch den ganzen ∣q⃗∣ Bereich umfassen, also auch unendlich hohe
Werte umfassen. Dies ist aufgrund der beschränkten Schwerpunkt-
senergie nicht möglich. Man kann jedoch verschiedene Ladungsver-
teilungen f(r) ausprobieren, bis deren Fouriertransformierte zu den
Daten passt.

Aufgabe 2.2: Zeigen Sie durch Integration in Kugel-
koordinaten, dass

∫ d3r f(r) eiq⃗r⃗ = 4π∫
∞

0
dr f(r) r2 sin(q r)

qr
(2.81)

Damit lassen sich die folgenden Beziehungen zwischen Ladungsver-
teilungen und Formfaktoren ausrechnen.

28



2.4 Struktur der Hadronen und Kerne

Abb. 2.9 Ladungsverteilungen und Formfaktoren.

2.4.2 Messungen der Proton- und Kern-
strukturen

Seit den 1950er Jahren wurden in Elektron-Streuexperimenten die
Strukturen und Anregungen von Protonen und Kernen untersucht.
Die folgenden Bilder zeigen einige experimentelle Resultate. Aus
ihnen folgt:

• Hadronen wie Protonen, Neutronen oder Pionen haben eine
Ausdehnung.

• Der Formfaktor des Protons zeigt keine Beugungsminima. Die
Ladungsdichte des Protons fällt etwa exponentiell nach außen
ab

%(r) = %0 e
−r/a (2.82)
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2.4 Struktur der Hadronen und Kerne

mit a = 0,23 fm. Der mittlere Ladungsradius ist

< r2 >= ∫ d3r r2 f(r) ≈ 0,74 fm2 (2.83)

• Bei Energien im GeV Bereich kann das Proton angeregt wer-
den. Die Massen der Anregungszustände liegen typisch 100
MeV höher als die Proton-Masse.

• Kerne zeigen Beugungsminima. Sie haben eine Nukleonen-
dichte, die im Zentrum fast konstant und unabhängig von der
Kernmasse ist. Weiter außen fällt die Ladungsdichte kontinu-
ierlich ab. Die Beugungsminima sind daher nicht sehr ausge-
prägt. Der Radius der Kerne steigt mit A1/3 mit der Massen-
zahl A.

Abb. 2.10 Wirkungsquerschnitt als Funktion des Streuwinkels in
Elektron-Proton Streuung. Die Elektronenergie betrug 188 MeV. Die
Daten lassen sich weder durch den Rutherford- noch den Mott- oder
der kompletten Dirac-Theorie erklären. Der Unterschied zu diesen Vor-
hersagen war die erste Beobachtung einer Ausdehnung des Protons durch
Hofstaedter 1956.
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2.4 Struktur der Hadronen und Kerne

Abb. 2.11 Schema und Foto eines typischen Experiments zur
Elektron-Proton Streuung. Mit diesem Experiment am SLAC konnte
erstmals die innere Struktur der Protonen aufgelöst und der Nachweis
von Quarks geführt werden.
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2.4 Struktur der Hadronen und Kerne

Abb. 2.12 Oben: Elektron Streuung an Calzium mit verschiede-
nen Massenzahlen. Man erkennt mehrere Beugungsminima, wie es einer
Streuung an einer Kugel entspricht. Die Minima sind aber nicht sehr
ausgeprägt. Daraus ergibt sich ein nicht sehr schneller Abfall der La-
dungsdichte am Rand der Kugel.
Unten: Berechnete Ladungsdichte in verschiedenen Kernen.

32



2.4 Struktur der Hadronen und Kerne

Abb. 2.13 Energiespektrum inelastisch gestreuter Elektronen an 12C
Kernen. Die Elektronenergie betrug 495 MeV.

Abb. 2.14 Wirkungsquerschnitt als Funktion der Energie gestreuter
Elektronen an Protonen. Die Elektronenergie betrug 4,879 GeV. Der do-
minante Anteil elastisch gestreuter Elektronen ist verkleinert dargestellt.
Man erkennt die ersten Anregungsniveaus der Protonen.
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2.5 Relativistische Quantenmechanik

2.5 Relativistische Quantenmecha-
nik

2.5.1 Schrödinger-Gleichung
Grundlage der nicht-relativistischen Quantenmechanik sind die de-
Broglie Beziehungen E = h̵ω, P⃗ = h̵k⃗ für Energie und Impuls eines
Teilchens und dessen Kreisfrequenz und Wellenlänge. In natürlichen
Einheiten (h̵ = 1) lauten sie

E = ω P⃗ = k⃗ (2.84)

Ersetzt man in der nicht-relativistischen Energie-Impuls Beziehung
für freie Teilchen

E = P⃗ 2

2m
Energie und Impuls durch die Operatoren

E → i ∂t, P⃗ → −i∇ (2.85)

und wendet das Resultat auf eine Wellenfunktion ψ(x⃗,t) an, so folgt
die Schrödinger-Gleichung,

i∂tψ = − 1

2m
∇2ψ

Lösungen sind ebene Wellen,

ψ = ψ0 e
−i(Et−P⃗ x⃗) (2.86)

so dass mit ∂tψ = −iEψ, ∇ψ = iP⃗ψ und ∇2ψ = −P⃗ 2ψ die resultie-
rende Gleichung

Eψ = P⃗ 2

2m
ψ

lautet. Für beliebige Zeiten und Orte kann dies nur erfüllt sein,
wenn die Energie-Impuls Beziehung E = P⃗ 2/(2m) gilt.

2.5.2 Klein-Gordon-Gleichung
Die Phase der ebenen Welle in Gl. 2.86 ist bereits ein Produkt
zweier 4-er Vektoren

px = (E
P⃗
) (t

x⃗
) = Et − P⃗ x⃗ (2.87)

und damit Lorentz-invariant. Die Bewegungsgleichung für ein freies
Teilchen muss offenbar Orts- und Zeitkoordinaten gleich behandeln,
um auch relativistisch gültig zu sein. Hierfür startet man anders
als bei der Schrödinger-Gleichung von der relativistischen Energie-
Impuls Beziehung

E2 = P⃗ 2 +m2 (2.88)
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2.5 Relativistische Quantenmechanik

Ersetzt man Energie und Impuls durch die gleichen Operatoren wie
im nicht-relativistischen Fall (Gl. 2.85) und wendet das Resultat auf
eine Wellenfunktion Φ(x⃗,t) an, so erhält man

−∂2
t Φ = −∇2Φ +m2Φ

Mit dem d’Alembert Operator ◻ = ∂2
t − ∇2 erhält man die Klein-

Gordon-Gleichung,

(◻ +m2)Φ = 0 (2.89)

Sie gilt für relativistische Spin-0 Teilchen. Lösungen sind wieder
ebene Wellen,

Φ(x) = Φ0 e
−i(Et−P⃗ x⃗)

Aufgabe 2.3: Zeigen Sie, dass Einsetzen der ebenen
Welle in die Klein-Gordon-Gleichung wieder die relati-
vistische Energie-Impuls Beziehung (Gl. 2.88) liefert.

2.5.3 Dirac Gleichung
In relativistischen Wellengleichungen können Ort- und Zeitablei-
tungen nur gleichberechtigt auftreten. Eine Gleichung linear in den
Ableitungen (und damit den 4-er Impulsoperator und der Masse
m) ist die Dirac-Gleichung

i (γ0 ∂t + γ⃗∇−m)Ψ = 0 (2.90)

Mathematisch findet man, dass diese Gleichung tatsächlich nur

Abb. 2.15
Paul Dirac
(Quelle: Wikipedia).

dann für ebene Wellen zur relativistischen Beziehung E2 =m2 + P⃗ 2

führt, wenn jeder der vier Faktoren γ0 und γi nicht einfach eine
Zahl, sondern jeweils eine 4 × 4 Matrix ist, und damit Ψ ein 4-
komponentiger “Spinor”. Die entsprechende Gleichung mit elektro-
magnetischer Wechselwirkung zeigt, dass jeweils zwei der Lösungen
zu unterschiedlichen Vorzeichen der elektrischen Ladungen gehören
müssen. Die Dirac-Gleichung beschreibt daher Teilchen und Anti-
Teilchen.
Dieser fundamentalen Vorhersage von Paul Dirac (1928, Nobel-

preis 1933) folgte Jahre später die Entdeckung des Anti-Elektrons
durch C.D. Anderson (1932, Nobelpreis 1936).
Experimentell findet man, dass z.B. Elektronen und Anti-Elektronen

die gleiche Massem haben. Außerdem haben beide Teilchen als Spin
1/2 Fermionen zwei Polarisationsrichtungen. Insgesamt beschreibt
daher die Dirac-Gleichung korrekt alle 4 Freiheitsgrade.
Eine detailierte Diskussion der Dirac-Gleichung wird erst in Vor-

lesungen zur fortgeschrittenen Teilchenphysik erfolgen. Hier ist es
ausreichend zu wissen, dass die 4 × 4 × 4 Zahlenwerte in den γ-
Matrizen so gewählt werden können, dass jede der vier Komponen-
ten von Ψ die Klein-Gordon-Gleichung und damit die relativistische
Energie-Impuls Beziehung erfüllt.
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2.6 Yukawa Potential und Reich-
weite der Kräfte

Hideki Yukawa schlug in den Anfängen der Kernphysik einen An-
satz mit schweren Austauschteilchen vor, um die endliche Reich-
weite der Kernkräfte zu erklären. Die Idee ist aber auch für andere
Wechselwirkungen mit schweren Austauschteilchen relevant, insbe-
sondere für die schwache Wechselwirkung mit W ± und Z0.

Abb. 2.16
Hideki Yukawa
(Quelle Wikipedia).

Zunächst wird der Zusammenhang zwischen Wellengleichung ei-
nes freien Teilchens und dem statischen Potential in der Elektro-
dynamik erklärt. Die Wellengleichung für das skalare, elektrische
Potential ϕ(x⃗,t) lautet (in Lorentz-Eichung)

◻ϕ = %

a) Ohne äußere Ladungsdichte, %(x⃗,t) = 0 ist die Lösung von
◻ϕ = 0 eine ebene Welle, ϕ ∼ e−i(Et−P⃗ r⃗) mit E2 − P⃗ 2 = 0, die
freien, masselosen Photonen entspricht.

b) Für eine punktförmige, statische Ladung % = qδ(r⃗) im Zen-
trum gibt es eine statische Lösung für das Potential, ∂tϕ = 0,
für das die entstehende Poisson-Gleichung

∇2ϕ = −qδ(r⃗) (2.91)

als Lösung das bekannte Coulomb-Potential ergibt3,

ϕ = q

4π∣r⃗∣

Die Reichweite dieses Potentials fällt nur sehr langsam mit
dem Abstand von der Quelle und ist praktisch unendlich.

Yukawa ging von der Klein-Gordon-Gleichung in der Form

(◻ +m2) Φ = %(x)

aus, wobei %(x) die Farbladungs-Dichteverteilung eines Kerns dar-
stellen soll.

a) Ohne äußeres Feld ist die Lösung wiederum eine ebene Welle
für ein freies Teilchen mit Masse m,

Φ(x) ∼ e−i(Et−P⃗ r⃗) mit E2 − P⃗ 2 =m2

3Man kann dies durch Einsetzen in die Poisson Gleichung leicht zeigen, wenn
man die Eigenschaft

∇
2 1

∣r⃗∣
= −4πδ(r⃗)

der δ-Funktion benutzt.

36
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b) Für eine punktförmige, statische Ladungsverteilung des Kerns
gilt

%(r⃗) = gδ(r⃗)
wobei g eine Kopplungskonstante für die starke Kraft ist.
Hierfür gibt es auch eine statische Lösung, ∂tΦ = 0. Die hierfür
geltende Gleichung

(∇2 −m2)Φ = −gδ(r⃗)

hat die Lösung

Φ = g e
−mr

4πr
(2.92)

Dieses Potential fällt wegen der Exponentialfunktion sehr Yukawa-Potential
schnell nach außen ab, d.h. diese Kraft hat eine endliche
Reichweite, die typisch von der Größe 1/m ist.

Diese Interpretation für ein schweres Austauschteilchen stimmt mit
der Überlegung überein, dass eine statische Ladungsverteilung für
kurze Zeit ein massives Quant der Energie ∆E ≈ m emmittie-
ren kann, dessen Lebensdauer ∆t aufgrund der Unschärferelation
m∆t ≈ 1 und Reichweite r durch die Lichtgeschwindigkeit auf

r ≈ c∆t ≈ 1

m

beschränkt ist (mit h̵ = c = 1).

Reichweite der Kernkraft
Setzt man für die Reichweite der Kernkraft den Radius des Pro-
tons an, r ≈ 1fm, so ergibt sich m ≈ 200 MeV. Dies ist tatsächlich
die Größenordnung für die Masse des leichtesten Hadrons, des Pions
(mπ = 140 MeV), das Jahre später entdeckt wurde. Pion-Austausch
stellt demnach eine erste plausible Näherung für die Kräfte zwi-
schen den Protonen und Neutronen im Kern dar. Diese Vorstellung
wurde später durch den Austausch auch schwererer Hadronen zur
Reggee-Theorie verallgemeinert, die erfolgreich zahlreiche Phäno-
mene der Hadron-Hadron-Streuung bei kleinen Impulsüberträgen
erklären kann. In diesem Bereich ist das ansonsten natürlich fun-
damentalere Quark-Gluon-Bild der Hadronen nicht anwendbar, da
das Auflösungsvermögen für die Quarks und Gluonen fehlt.

Reichweite der Starken Wechselwirkung
Die starke Wechselwirkung entsteht durch den Austausch von Gluo-
nen. Ihre Reichweite ist ebenfalls von der Größenordnung von nur
1 fm, obwohl die Masse der Gluonen null ist. Der Grund für die
kleine Reichweite ist also nicht in der Masse der Gluonen zu finden,
sondern vielmehr in der Farbladung der Gluonen, die verhindert,
dass Gluonen sich wie Photonen frei über große Abstände bewegen
können. Dies wird später im Abschnitt zur starken Wechselwirkung
genauer erklärt.
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Reichweite der Schwachen Wechselwirkung
Die Eichbosonen W und Z der schwachen Wechselwirkung sind
Spin-1 Teilchen, die wie das Photon durch Vektorfelder beschrieben
werden. Zwar gilt für diese die Proca-Gleichung und nicht die Klein-
Gordon Gleichung, aber das Prinzip der obigen Überlegungen von
Yukawa bleibt gültig. Den Massen MW = 80,4 GeV und MZ = 90,1
GeV entsprechen Reichweiten der schwachen Wechselwirkung von
ca. 1/m ≈ 2,5 ⋅ 10−3 fm. Die schwache Wechselwirkung ist also bei
kleinen Energien schwach, weil die Reichweite der schweren Bosonen
und damit auch alle Wirkungsquerschnitte klein sind.
Bei hohen Energien können W und Z auch als reelle Teilchen

produziert werden. Die Reichweite ergibt sich dann aus der Lebens-
dauer der Teilchen. Bei einer totalen Breite von ca. Γ = 2 GeV ergibt
sich eine typische Reichweite von cτ = 0.1 fm. Werden W und Z in
Proton-Proton Kollisionen erzeugt, so zerfallen sie demnach noch
innerhalb des Proton-Radius.

2.7 Zerfälle

2.7.1 Zerfallsgesetz
Zerfälle von Teilchen treten in zwei Spielarten auf:

• Fundamentale Teilchen können nur durch die schwache Wech-
selwirkung zerfallen, d.h. spontan in zwei oder mehr andere
fundamentale Teilchen übergehen.

• Gebundene Systeme (angeregte Atome, Kerne oder Hadro-
nen) zerfallen entweder elektromagnetisch oder durch die star-
ke Wechselwirkung. Die schwache Wechselwirkung spielt nur
dann eine messbare Rolle, wenn das System bereits im Grund-
zustand ist und der Zerfall durch die anderen Wechselwirkun-
gen nicht möglich ist.

Für ein bestimmtes Teilchen, das zur Zeit t1 existiert, sei Γdt die
Wahrscheinlichkeit, in einem kleinen Zeitintervall von t1 bis t1 +
dt zu zerfallen. Diese Wahrscheinlichkeit soll unabhängig von der
Vorgeschichte (Alter) des Teilchens sein, so dass Γ eine Konstante
ist. Bei N(t) identischen, voneinander unabhängigen Teilchen ist
dann die Änderung dN dieser Zahl gegeben durch

dN = −ΓN(t)dt (2.93)

Diese Änderung von N(t) muss negativ sein, denn die Anzahl der
noch vorhandenen Teilchen nimmt ab. Die Lösung dieser Differen-
tialgleichung ergibt sich aus

∫
N(t)

N(t=0)

−dN
N

= ∫
t

t=0
Γdt (2.94)
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zu

N(t) = N0 e
−Γ t (2.95)

mit N0 = N(t = 0). Die Anzahl der messbaren Zerfälle ist −dN .
Die Wahrscheinlichkeitsdichte P (t) ist definiert über die Anzahl
der messbaren Zerfälle dN im Zeitinterval von t bis t + dt, relativ
zur ursprünglich zur Zeit t = 0 vorhanden gewesenen Teilchen N0,

P (t)dt = −dN
N0

= Γ
N(t)
N0

dt (2.96)

Damit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

P (t) = Γ e−Γ t (2.97)

korrekt normiert, denn die Wahrscheinlichkeit für dieses Teilchen
irgendwann zu zerfallen ist

∫
∞

0
P (t)dt = ∫

∞

0
Γ e−Γ t dt = 1 (2.98)

Die mittlere Zeit bis zum Zerfall ist

< t >= ∫
∞

0
tP (t)dt = 1

Γ
(2.99)

Diese Zeitdauer wird daher auch mittlere Lebensdauer τ genannt4,

τ = 1

Γ
(2.102)

2.7.2 Breit-Wigner Verteilung und virtu-
elle Teilchen

Quantenmechanisch ist die Wellenfunktion eines freien Teilchens in
seinem eigenen Ruhesystem gegeben durch

Ψ(t) = Ψ0 e
−i(Et−P⃗ x⃗) = Ψ0 e

−imt (2.103)

denn in diesem System ist P⃗ = 0 und E =m. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist

∣Ψ(t)∣2 = ∣Ψ0∣2 (2.104)

4 Im Vergleich dazu ist die Halbwertzeit definiert als die Zeit, bei der die
Anzahl der ursprünglichen Teilchen auf die Hälfte abgenommen hat,

N(t1/2) =
1

2
N0 = N0e

−t1/2/τ (2.100)

so dass

t1/2 = τ ln 2 = 0,693 τ (2.101)
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2.7 Zerfälle

und damit zeitlich konstant. Für Teilchen, die zerfallen, muss aber
gelten

∣Ψ(t)∣2 = ∣Ψ0∣2 e−Γt (2.105)

Daher muss die Wellenfunktion verändert werden. Mit dem Ansatz

Ψ(t) = Ψ0 e
−iF t (2.106)

findet man

∣Ψ(t)∣2 = Ψ Ψ∗ = Ψ0 Ψ∗
0 e

−i(F−F ∗) t = ∣Ψ0∣2 e−Γt (2.107)

so dass i(F −F ∗) = −2 Im(F ) = Γ ist. Lässt man den Realteil von
F unverändert gleich m, so erfüllt der Ansatz mit F = m − iΓ/2
das exponentielle Zerfallsgesetz. Damit ist

Ψ(t) = Ψ0 e
−imt−Γt/2 (2.108)

Um die Energie dieses Zustands zu verstehen, führen wir eine Fourier-
Transformation des zeitabhängigen Zustands Ψ(t) in einen energie-
abhängigen Zustand Ψ̃(E) durch,

Ψ̃(E) = 1√
2π
∫

∞

−∞
Ψ(t) eiEt dt = Ψ0√

2π
∫

∞

−infty
e−i(m−E) t−Γt/2 dt

= Ψ0√
2π

i

(E −m) + iΓ/2
(2.109)

Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand mit Energie E zu finden, ist
proportional zu

∣Ψ̃(E)∣2 = Ψ̃(E) Ψ̃∗(E) = ∣Ψ0∣2
2π

1

(E −m)2 + Γ2/4
(2.110)

Aus der Normierung

∫
∞

0
∣Ψ̃(E)∣2 dE = ∣Ψ0∣2

2π

Γ
= 1 (2.111)

folgt

∣Ψ̃(E)∣2 = 1

2π

Γ

(E −m)2 + Γ2/4
(2.112)

Dies ist die Breit-Wigner Resonankurve. Sie beschreibt die Ener-
gieabhängigkeit der Produktion eines instabilen Teilchens.

Abb. 2.17 Breit-Wigner-Resonanz als Funktion von E mit Breite
Γ = 0.1m.
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2.8 Quantenfelder und Feynman-Diagramme

Die Produktionsrate ist maximal bei E =m und ist halb so groß bei
E = m ± Γ/2. Daher wird Γ auch Halbwertsbreite oder natürliche
Resonanzbreite genannt, denn das Verhalten erinnert z.B. an die
Anregung eines Pendels nahe der Resonanzfrequenz.
Die Energie des kurzlebigen Teilchens ist nicht scharf. Schreibt

man Gleichung 2.102 in der Form

τ Γ = 1 (2.113)

so entspricht sie der Heisenberg’schen Unschärferelation. Um die
Energie des Zustands mit der Genauigkeit ∆E = Γ zu messen, ist
mindestens die Zeit ∆t = τ notwendig.
Wenn im Ruhesystem des Teilchens (P⃗ = 0) die Energie nicht

genau der Masse entspricht, dann ist

p2 = E2 − P⃗ 2 = E2 ≠m2 (2.114)

Das Teilchen erfüllt also nicht mehr die relativistische Energie- Virtuelles Teilchen
Impuls-Beziehung, es ist nicht auf seiner “Massenschale” E2 − P⃗ 2 =
m2. Dies ist offenbar - für eine kurze Zeit - möglich. Man spricht in
diesem Fall von einem virtuellen Teilchen.

2.8 Quantenfelder und Feynman-
Diagramme

Fasst man die Ergebnisse der Diskussion zum Yukawa-Potential und
zur Breit-Wigner-Resonanz zusammen, so ergibt sich der Zusam-
menhang zwischen dem Begriff der Kraft in der klassischen Physik
und in der Quantenfeldtheorie.
Klassisch wird eine Kraft (hier Coulomb-Kraft) beschrieben durch

ein Feld, das von einer Ladung ausgeht und auf eine zweite Ladung
wirkt (und umgekehrt). Die Stärke der Kraft ist F ∼ Q1 ⋅Q2/r2.

Abb. 2.18
Klassisches Bild der Coulomb-
Kraft.

• Aus denWellengleichungen (Maxwell oder Klein-Gordon) folgt
a) mit äußerer Ladung ein Potential und damit eine Kraft,
b) ohne äußere Ladung eine freie Welle eines Teilchens.
Die Maxwell-Gleichungen entsprechen einem masselosen Teil-
chen (Photon) mit unendlicher Reichweite, die Klein-Gordon-
Gleichung einem Teilchen mit Masse m und Reichweite r =
1/m des Potentials.

• Aus der Breit-Wigner-Formel ergibt sich, dass ein Teilchen
für kurze Zeit als virtuelles Teilchen produziert werden kann.
Je größer die Virtualität ist, d.h. je weiter das Teilchen von
seiner Massenschale entfernt ist, desto unwahrscheinlicher ist
der Prozess.

In der Quantenfeldtheorie wird daher angenommen, dass jedes Teil-
chen aufgrund seiner Ladung ständig von einer Wolke virtueller
Feldquanten (z.B. Photonen) umgeben ist. Diese Feldquanten kön-
nen von anderen Ladungen absorbiert werden. Die Wahrscheinlich-

Abb. 2.19
Kraft durch Austausch von
Quanten.
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2.8 Quantenfelder und Feynman-Diagramme

keit hierfür ist ∼ Q1 ⋅Q2. Die Kraft entsteht durch den Impuls, den
die Feldquanten von einem Teilchen auf das andere übertragen5.

Streuprozesse Als Beispiel soll ein Elektron an einemMuon durch
elektromagnetische Wechselwirkung streuen,

e−µ− → e−µ− (2.116)

Graphisch lässt sich diese Streuung durch Austausch eines Feld-
quants wie in Abb. 2.20 in sogenannten Feynman-Graphen darstel-
len:

• Die Zeit in dieser Darstellung läuft von links (Anfangszu-
stand) nach rechts (Endzustand). Die Wellenlinie, die in die-
sem Beispiel Elektron und Muon verbindet, stellt ein ausge-
tauschtes Photon dar. Die Photon-Richtung ist hier absicht-
lich senkrecht gezeichnet um anzudeuten, dass das Photon
sowohl vom Elektron als auch vom Muon ausgehen kann, es
also keine klare Zeit-Orientierung gibt.

e−

µ−

γ

e−

µ−

Abb. 2.20
Feynman-Graph: t-Kanal
Streuprozess zwischen einem
Elektron und einem Muon.

• An jedem der “Vertizes” gilt Energie und Impulserhaltung. Ist
e (e′) der 4-er Impuls des Elektrons vor (nach) der Streuung
und q der 4-er Impuls des Photons, so ist

q = e − e′ t = q2 = (e − e′)2 (2.117)

Die Größe t wird 4-er Impulsübertrag genannt. Im Allgemei-t-Kanal Prozess
nen wird

t = q2 = e2 + e′2 − 2ee′ = 2m2
e − 2(EeE′

e − P⃗eP⃗ ′
e)

nicht gleich Null sein, also nicht gleich der Masse eines reellen
Photons. Das Photon ist also virtuell.

Aufgabe 2.4: Zeigen Sie, dass bei Streuung (P⃗e ≠ P⃗ ′
e)

immer t = q2 < 0 gilt, das Photon also raumartig ist.

Paarvernichtung und Paarerzeugung Ein virtuelles Photon kann
auch durch die Vernichtung eines Elektron-Positron Paars erzeugt
werden (Abb. 2.21), z.B. in dem Prozess

e+e− → µ+µ− (2.118)

Der Vierer-Impuls q des Photons ist in diesem Fall gegeben durch

e−

e+

γ
µ−

µ+

Abb. 2.21
Feynman-Graph: s-Kanal
Paarvernichtung und -
Erzeugung.

5 Trägt ein virtuelles Feldquant den Impuls ∆q, so ist (semiklassisch) die Kraft
gegeben durch den Impulsübertrag pro Zeit, F = ∆q/∆t. Die Reichweite
r = ∆x des virtuellen Feldquants ergibt sich aus der Unschärferelation ∆q ⋅
∆x ≈ 1. Damit ist

F =
∆q

∆t
=

∆q

∆x
°

(∼1/∆x)2

∆x

∆t
°
∼c

∼
1

r2
(2.115)

Diese grobe Abschätzung ergibt also wieder die klassische Anhängigkeit
∼ 1/r2 der Kraft vom Abstand zwischen den Ladungen.
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2.8 Quantenfelder und Feynman-Diagramme

die 4-er Impulse e+ und e− der einlaufenden Teilchen,

q = e+ + e− s = q2 = (e+ + e−)2 (2.119)

Die Virtualität des Photons ist hier einfach die Schwerpunktsenergie
der Reaktion, so dass das Photon immer zeitartig ist,

s = q2 > 0

Da das Photon virtuell ist, kann es nicht lange in diesem Zustand s-Kanal Prozess
bleiben, sondern wird typisch nach einer Zeit t = 1/

√
q2 in andere

Teilchen “zerfallen”, z.B. wieder in e+e− oder wie hier gezeigt in
µ+µ−.

Prozesse höherer Ordnung Der Austausch eines einzelnen Pho-
tons ist offenbar nur eine erste - wenn auch meistens sehr gute -
Näherung.

e

µ

e

µ

γ +

e

µ

e

µ

γ γ +

e

µ

e

µ

γ γ γ +...

Abb. 2.22 Beispiele für Feynman-Graphen für e − µ Streuung in 1.,
2., und 3. Ordung.

Höhere Ordnungen wie in Abb. 2.22 beinhalten zum Beispiel den
Austausch mehrerer Photonen und auch virtuelle Elektronen und
Muonen. Feynman-Graphen sind also als eine Näherung an tat-
sächliche Prozesse in der Natur zu verstehen. Zu jedem Feynman-
Diagramm gehört ein Matrixelement (eine Zahl), die berechnet wer-
den kann. Feynman-Diagramme stellen tatsächlich diese Rechnung
graphisch dar. Die hier gezeigten Diagramme sind die höheren Ord-
nungen einer Reihenentwicklung, die zumeist schnell konvergiert.
Bei der Quanten-Elektrodynamik ist α = 1/137 ≪ 1, so dass höhe-
re Ordnungen typisch nur wenige Prozent beitragen und die Reihe
schnell konvergiert.
Die Wolke der virtuellen Feldquanten entspricht Feynman-Graphen

wie in Abb. 2.23. In den Schleifen der Feldquanten können auch wei-
tere Quanten, z.B. e+e−-Paare, entstehen, die zu messbaren Effekten
führen.

e e
+
e e

+
e e

+...

e−

e+

e− e−

Abb. 2.23 Virtuelle Quanten in der Nähe einer Ladung.
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2.9 Feynman-Graphen und Wirkungsquerschnitte

2.9 Feynman-Graphen undWirkungs-
querschnitte

Am Beispiel der Rutherford-Streuung an einem festen Potential
wurde gezeigt, dass sich die Ereignisrate wie folgt verstehen lässt:

• Bei Austausch eines Photons von einem Teilchen mit Ladung
Ze ist das Matrixelement

M ∼ Z e

die Rate also
σ ∼ ∣M∣2 ∼ (Z e)2

• Das Matrixelement hängt vom 4-er Impuls q des ausgetausch-
ten Photons ab,

M ∼ 1/q2

die Rate ist also
σ ∼ ∣M∣2 ∼ 1/q4

R. Feynman hat erstmals für die Quantenelektrodynamik QED ge-
zeigt, dass sich daraus allgemeine Regeln für die Berechnung von
Matrixelementen formulieren lassen, die für jede WechselwirkungFeynman-Regeln
ähnlich angewendet werden können. Diese Regeln lassen sich aus der
Lagrange-Funktion der jeweiligen Theorie ableiten. Die Feynman-
Graphen zeigen daher alle erlaubten und möglichen Prozesse.
Hier werden nur die prinzipiellen Abhängigkeiten gezeigt, die Ver-

texfaktoren und die Propagatoren.

Vertexfaktoren :

Beispiel: Für die Elektron-Quark Streuuung

eū→ eū

mittels Photon-Austausch ist die Ladung am Elektron-Photon-Vertex

e−

ū

e e−

ū−2
3e

Abb. 2.24

= e, am Quark-Photon-Vertex = −e ⋅ 2/3. Die Rate ist also

σ ∼ (e)2 ⋅ (−e ⋅ 2/3)2 = 4

9
e4

Mit αem = e2/(4π) ist die Rate also

σ ∼ 4

9
α2

Bei n Photon-Vertizes ist der Wirkungsquerschnitt ∼ αn. Insbeson-
dere folgt

σ(e+e− → uū)
σ(e+e− → µ+µ−)

= 4/9
1

= 4

9

Experimentell findet man aber 12/9, die Quarks tragen also einen
inneren Freiheitsgrad mit 3 Einstellungen, die Farbe:

urot, ublau, ugrün
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2.9 Feynman-Graphen und Wirkungsquerschnitte

Propagatoren :
Virtuelle Teilchen im Zwischenzustand sind unterdrückt durch den
Propagator. Ist q der 4-er Impuls des ausgetauschten Teilchens,

e+

e−

γ/Z0
µ+

µ−

Abb. 2.25

Abb. 2.26

so ist das Matrixelement

M ∼ 1

q2 −m2
m =mγ,mZ0 , ...

Bei e+e− → µ+µ− liegt ein s-Kanal vor, denn

q2 = (e+ + e−)2 = s

Daher ist
σ ∼ 1

(s −m2)2
m =mγ,mZ0

Für das Z0 muss außerdem die Lebensdauer berücksichtigt wer-
den, siehe Breit-Wigner Formel. Die Summe aus Photon und Z0-
Austausch, M = Mγ +MZ , ergibt die Form des Wirkungsquer-
schnitts als Funktion von s mit der Resonanz bei s =m2

Z .
Für e−µ− → e−µ− liegt ein t-Kanal vor, denn

q2 = (e − e′)2 = t < 0

Damit ist

e−

µ−

γ

e−

µ−

Abb. 2.27

σ ∼ 1

(q2 −m2)2
∼ 1

(∣t∣ +m2)2

Für Teilchen mit unterschiedlichem Spin 0, 1
2 ,1, haben die Propa-

Abb. 2.28

gatoren leicht unterschiedliche Form.
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2.10 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten

Beispiel QED/QCD Mit den Vertexfaktoren und Propagatoren kann
man einfache Abschätzung für die relative Rate von Prozessen er-
halten. Als Beispiel dient die Rate der Prozesse

uū→ dd̄ und e+e− → µ+µ−

Bei hohen Energien, ECMS ≫ mu,d,me,µ, sind die Massen vernach-
lässigbar, und es gilt

u

ū

d

d̄

e+

e−

µ+

µ−

Abb. 2.29

σ(uū→ dd̄)
σ(e+e− → µ+µ−)

= α2
s

α2
elm

≈
0,122

( 1
137)2

≈ 250

Hier steht kein Faktor für Farben, da uū bereits in einem Farbzu-
stand vorliegt und Farbe erhalten ist.

Beispiel QED/schwach Für

σ(e−µ− → e−µ−)
σ(e−µ+ → νeνµ)

=
α2
elm

t2

α2
weak

(∣t∣+M2
W )

2 ⋅ 1
2 ⋅

1
2

±
Spin

Dies gilt, falls ECMS ≫mν ,me,mµ.

e−

µ−

γ

e−

µ−

e−

µ+

W

νe

ν̄µ

Abb. 2.30
2.10 Wirkungsquerschnitte und Zer-

fallsraten

Für die Berechnung von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsraten
muss nach Fermi’s Goldener Regel außer dem Matrixelement auch
der Phasenraum und der Fluss der einlaufenen Teilchen berechnet
werden.
Der Phasenraum für ein einzelnes Teilchen beschreibt die Anzahl-

dichte der Endzustände in einem Intervall von E bis E+dE. Hierzu
gehört ein entsprechendes 3-er Impulsintervall von ∣P⃗ ∣ bis ∣P⃗ ∣+ ∣dP⃗ ∣.
Dies entspricht einer Schale der Dicke ∣dP⃗ ∣ auf der Oberfläche ei-
ner Impulskugel mit Radius ∣P⃗ ∣, also einem Volumen im Impuls-
raum von 4πP⃗ 2 ∣dP⃗ ∣. Je größer, bei gleichem Energieinterval, also
der Impuls ∣P⃗ ∣ der Teilchen im Endzustand ist, um so größer ist
der Phasenraum und der Wirkungsquerschnitt. Der Phasenraum
ist also größer für leichte Teilchen im Endzustand. Bei mehreren
Teilchen im Endzustand müssen deren Phasenraumfaktoren mul-
tipliziert werden. Allerdings sind die 4-er Impulse aufgrund von
Energie- und Impulserhaltung voneinander abhängig.
Der Flußfaktor der einlaufenden Teilchen entspricht bei einem

Streuprozess der Relativgeschwindigkeit zwischen den Teilchen. Au-
ßerdem muss die Normierung der Wellenfunktionen aller Teilchen
berücksichtigt werden.
All diese Zusammenhänge lassen sich relativistisch invariant for-

mulieren. Insbesondere im Schwerpunktsystem der Prozesse erge-
ben sich folgende einfache Beziehungen:
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2.10 Wirkungsquerschnitte und Zerfallsraten

2→ 2 Streuprozesse Für einen Prozess

a + b→ c + d (2.120)

mit zwei Teilchen im Anfangszustand mit Impulsen P⃗i (im CMS
System) und zwei Teilchen im Endzustand mit Impulsen P⃗f ist der
Wirkungsquerschnitt im CMS-System:

dσ

dΩ
= 1

64π2 s

∣P⃗f ∣
∣P⃗i∣

∣M∣2 (2.121)

Hierbei ist wie üblich die Schwerpunktsenergie s = (a + b)2. Zu be-
achten ist, dass im Falle gleicher Teilchenmassen im Anfangs und
Endzustand ∣P⃗f ∣ = ∣P⃗i∣ gilt, so dass der auf den Phasenraum zurück-
gehende Faktor ∣P⃗f ∣/∣P⃗i∣ = 1 ist. Das MatrixelementM ist dimensi-
onslos.

Aufgabe 2.5: Zeigen Sie, dass im ultrarelativi-
stischen Limes jeder Wirkungsquerschnitt mit der
Schwerpunktsenergie fällt, σ ∼ 1

s . Begründen Sie,
dass dies direkt aus Dimensionsbetrachtungen folgen
muss.

2-Körper-Zerfall Für einen Zerfall

a→ b + c (2.122)

im Schwerpunktssystem von Teilchen a mit zwei Teilchen im End-
zustand mit Impulsen ∣P⃗f ∣ ist die Zerfallsbreite

dΓ

dΩf

= 1

32π2

∣P⃗f ∣
m2
a

∣M∣2 (2.123)

Wenn das Teilchen a nicht polarisiert ist, gibt es keine Vorzugs-
richtung im Raum. Es kann daher sofort über den Raumwinkel
integriert werden, so dass

Γ = 1

8π

∣P⃗f ∣
m2
a

∣M∣2 (2.124)

Aufgabe 2.6: Zeigen Sie, dass schwere Teilchen eine
kurze Lebensdauer haben, wenn sie in viel leichtere
Teilchen zerfallen.
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3.1 Fundamentale Graphen

3 Wechselwirkungen und Sym-
metrien

3.1 Fundamentale Graphen

Aus der Eichtheorie und der Quantenfeldtheorie folgt die Vorher-
sage fundamentaler Vertizes zwischen Fermionen und Boson bezie-
hungsweise mehrerer Bosonen. Zudem folgt aus der Dirac-Gleichung,
dass einlaufende Teilchen durch auslaufende Anti-Teilchen ersetzt
werden können, und umgekehrt. Zusätzlich werden die erlaubten
Graphen durch Erhaltungssätze für Energie, Impuls und Ladungen
eingeschränkt. Die daraus folgenden Feynman-Graphen zeigen alle
erlaubten Prozesse in der Natur.

Bo +-WoW

Zo +-Wg

Mesonen: π, K,...

γ

Symmetrie Brechung

spontane

Higgs

starke WW

SU(3)c SU(2)LU(1)Y

elektro-schwache WW

Wechselwirkungen

Das Standard Modell

U(1)e
QED

ν  ν  ν
Leptonen

µ τ
 µ  τe

e

d   s   b

Quarks
u   c   t

lokale Eichtheorien

Baryonen: p,n,...

Abb. 3.1 Schema des Standard-Modells mit allen Teilchen. Grüne
Pfeile stellen Wechselwirkungen dar.

3.1.1 Elektromagnetismus
Fundamentaler Graph .

e−

e−

γ

−e

Abb. 3.2 Fundamentaler Graph
für alle el. geladenen Teilchen,
Teilchen ändert 4-er Impuls, Teil-
chensorte bleibt unverändert,
Amplitude ∼ el. Ladung

Hieraus lassen sich folgende weitere Graphen ableiten:
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3.1 Fundamentale Graphen

e+

e−
γ

e

Abb. 3.3 Ersetze Teilchen im
Endzustand durch Anti-Teilchen im
Anfangszustand

γ
e+

e−
e Abb. 3.4 Zeitumkehr

Reale Prozesse .

Für sich allein sind diese fundamentalen Vertizes als reale Prozes-
se wegen Energie und Impulserhaltung verboten. Reale Prozesse
setzen sich daher aus 2 oder mehr dieser fundamentalen Vertizes
zusammen.

ū

u

2
3e

t̄

t

2
3e

Abb. 3.5 s-Kanal
Paar-Erzeugung neuer Teilchen
reelle Teilchen im Anfangs- und
Endzustand, virtuelle Teilchen im
Zwischenzustand,
erlaubt, falls pu + pū = pt + pt̄
Schwellenenergie ECMS ≥ 2mt

e−

ū

e e−

ū−2
3e

Abb. 3.6 t-Kanal,
keine Schwellenenergie

3.1.2 Starke Wechselwirkung

Fundamentale Graphen .

q

q

g

gs

Abb. 3.7 Quark strahlt Gluon
ab:
Kopplung = gs, gleich für alle
Quarks

g

g

g

gs

Abb. 3.8 3-Gluon Vertex
Gluon tragen selber Farbe: Gluon
Selbst-Wechselwirkung
Kopplung = gs, wie für Quarks

g

g

g

g

g2
s

Abb. 3.9 4-Gluon Vertex
Kopplung = g2

s , fast wie für Quarks

Reale Graphen .

ū

u

gs

b̄

b

gs

u

d̄

gs u

d̄gs

Abb. 3.10
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ū

u

gs

g

g
gs

Abb. 3.11

g

g

g

g

g2
s

ū

u

gs

g

g

g
gs

Abb. 3.12

3.1.3 Schwache Wechselwirkung
Fundamentale Graphen .

νe

e−

W +

g

e−

νe

W −

g

Abb. 3.13 Lepton strahlt W ab und ändert seinen Typ,
Kopplung = g, gleich für alle Leptonen

u

d

W +

g

d

u

W −

g

Abb. 3.14 Quark strahlt W ab und ändert seinen Typ,
Kopplung = g, gleich für alle Quarks

q, l

q, l

Z0

Abb. 3.15 Quark oder Lepton strahlt Z ab, keine Änderung des
Fermion-Typs, Kopplung unterschiedlich für νe, e, d,u

W ±

W ±

Z0 W ±

W ±

γ

e

Abb. 3.16 W und Z tragen schwache Ladung, WWZ Selbstwechsel-
wirkung,
W ist elektrische geladen und strahlt γ ab, Kopplung = e

W

W

W

W

g2

Abb. 3.17 4-W Vertex, Kopplung = g2
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Fundamentale Graphen mit Higgs .

W,Z

W,Z

H

mW,Z
Abb. 3.18 W,Z strahlt Higgs ab
Kopplung ∼ Masse von W,Z

q, l

q, l

H

mq,l

Abb. 3.19 Lepton oder Quark
strahlt Higgs ab, keine Änderung
des Typs
Kopplung ∼ Masse des Fermions

H

H

H

Abb. 3.20 3-Higgs- Selbstwech-
selwirkung

H

H

H

H

Abb. 3.21 4-Higgs- Selbstwech-
selwirkung

Reale Graphen .

µ−

νµ

W −

e−

ν̄e

Abb. 3.22 Muon-Zerfall
µ− → e−ν̄eνµ. Das µ strahlt zunächst
ein virtuelles W ab und geht in ein
Muon-Neutrino über. DasW zerfällt
in Elektron und Elektron-Neutrino.

d

u

W −

e−

ν̄e

Abb. 3.23 d-Zerfall d → ue−ν̄e
über ein virtuelles W. DasW zerfällt
in Elektron und Elektron-Neutrino.

d

d

u

d

d

u

W
e+

νe

Abb. 3.24 Neutron-Zerfall
n → p e−ν̄e. Eines der d Quarks zer-
fällt, die anderen Quarks nehmen
nicht direkt am Zerfall teil.
Quark-Fluss-Diagramm

⎛
⎜
⎝

d
d
u

⎞
⎟
⎠
→

⎛
⎜
⎝

u
d
u

⎞
⎟
⎠
e−ν̄e

νµ

d

Z0

νµ

d

Abb. 3.25 Z-Austausch (“neu-
traler Strom”) in der Neutrino-
Quark-Streuung νµd→ νµd.

W +
τ+

ντ

Abb. 3.26 W -Zerfall.
Realer Prozess möglich auch für ein
reelles W , da MW >mτ +mτ̄

Z0
b

b̄

Abb. 3.27 Z-Zerfall.
Realer Prozess möglich auch für ein
reelles Z, da MZ > 2mb,b̄
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3.2 Quantenzahlen und Erhaltungs-
sätze

Emmy Noether hat 1918 zuerst das nach ihr benannte Theorem
bewiesen:

• Aus jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Sy-
stems folgt eine Erhaltungsgröße.Noether-Theorem

Die Symmetrie hängt dabei mit einer prinzipiell nicht beobachtba-
ren Eigenschaft des Systems zusammen. Hierzu gibt es viele Bei-
spiele:

äußere Quantenzahlen: .
Energie Zeitverschiebung
Impuls Translation im Raum
Drehimpuls Rotation im Raum

Masse ist keine Erhaltungsgröße.

innere Quantenzahlen: .
elektrische Ladung erhalten, U(1)em Phaseninvarianz dr QM
Farbe erhalten, SU(3)C Invarianz

Darüber hinaus gibt es weitere Quantenzahlen, deren Erhaltung
experimentell beobachtet wurde. Für keine dieser weiteren Quan-
tenzahen kennt man jedoch die damit verbundene Symmetrie:

Leptonzahl L: unterscheidet Leptonen von Anti-Leptonen und -
Quarks

L = +1 für νe, e
−, νµ, µ

−, ντ , τ
−

L = −1 für ν̄e, e
+, ν̄µ, µ

+, ν̄τ , τ
+

L = 0 für alle anderen Teilchen: Quarks,γ, g,W ±, Z0,H

Die Leptonzahl ist eine Erhaltungsgröße in allen Wechselwir-
kungen.
e+ + e− → t + t̄ e− + e− →W − +W −

−1 + 1 = 0 + 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

erlaubt

√
+1 + 1 = 0 + 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

verboten

f

Lepton-Flavour-Zahlen:

Le ∶ +1 für νe, e− −1 für ν̄e, e+

Lµ ∶ +1 für νµ, µ− −1 für ν̄µ, µ+

Lτ ∶ analog

Lepton-Flavour-Zahlen sind nicht in allen Fällen erhalten (Neutrino-
Oszillationen).
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3.2 Quantenzahlen und Erhaltungssätze

Baryonenzahl: unterscheidet Quarks von Anti-Quarks und Lepto-
nen

B = +1 für p, n und andere 3-Quark-Systeme
B = +1

3 für alle Quarks u, d, s, c, t, b
= −1

3 für alle Anti-Quarks ū, d̄, s̄, c̄, t̄, b̄
z. B. ∆++ = (uuu) ⇒ B = 1 Baryon

π+ = ud̄ ⇒ B = 1

3
− 1

3
= 0 Meson

Die Baryonenzahl ist in allen WW erhalten.

Quark-Flavour-Zahlen: .
Starker Isospin: I = 1/2 für u, d, sonst 0

I3 = 1/2 für u, I3 = −1/2 für d

(u
d
) Isospin (analog Spin)

Strangeness: S = 1 für s, sonst 0
Charm: C =1 für c
Beauty: B = 1 für b
Top: T = 1 für t

Quark-Flavour-Zahlen sind in der schwachen WW nicht er-
halten.

elm starke schwache
WW WW WW

Leptonzahl L
√ √ √

Le, Lµ, Lτ
√ √

nein
Baryonzahl B

√ √ √

Quark-Flavour
√ √

nein
Parität

√ √
nein

C-Parität
√ √

nein
Zeitumkehr T

√ √
nein

el. Ladung, Farbe
√ √ √

Tabelle 3.1 Gültigkeit der Quantenzahlen in den verschiedenenWech-
selwirkungen.

Aus der Erhaltung von L und B folgt, dass Leptonen und Quarks
nicht einzeln erzeugt oder vernichtet werden können, sondern nur
paarweise als Teilchen + Anti-Teilchen.

Beispiele:

µ−
e−

γ

Abb. 3.28 Verbotener Prozess,
wegen Lµ, Le Erhaltung in der elek-
tromagnetischen WW

t

W + e+

νe

b
W −

c
ū

d

Abb. 3.29 Erlaubter Prozess,
denn (nur) die schwache WW ändert
die Flavour-Quantenzahlen.
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3.3 Symmetrie

Ein physikalisches System besitzt eine Symmetrie, wenn es unter ei-
ner Transformation seines Zustands seine Eigenschaften und Bewe-
gungsgleichungen nicht ändert. Die Bewegungsgleichungen müssen
also in ihrer mathematischen Form invariant unter der Symmetrie-
Transformation sein. Mit einer solchen Symmetrie ist verbunden,
dass eine bestimmte Eigenschaft des Systems im System selber nicht
beobachtbar ist.

3.3.1 Klassische Impulserhaltung
Als Beispiel wird ein System aus zwei Teilchen mit Ortskoordina-
ten x⃗1, x⃗2 betrachtet. Der Raum sei homogen. Dann ist nur die
relative Position der beiden Teilchen zueinander, aber nicht ihre
absolute Position des Systems im Raum prinzipiell nicht beobacht-
bar. Damit kann auch der Ursprung des Koordinatensystems belie-
big gewählt werden. Die Bewegungsgleichungen des System müssen
also invariant sein unter der räumlichen Translation (Symmetrie-
Transformation)

x⃗i → x⃗i
′ = x⃗i + x⃗0 (3.1)

Das Potential zwischen den beiden Teilchen kann daher nicht von
der absoluten Position im Raum abhängen, sondern nur von der
relativen Position der beiden Teilchen zueinander,

V (x⃗1, x⃗2) = V (x⃗1 − x⃗2) (3.2)

denn explizit ist

x′1 − x⃗′2 = (x⃗1 + x⃗0) − (x⃗2 + x⃗0) = x⃗1 − x⃗2 (3.3)

und damit auch

V ′(x⃗′1 − x⃗′2) = V (x⃗1 − x⃗2) (3.4)

Die Kraft auf die beiden Teilchen ist nach Newton:

∂tP⃗1 = F⃗1 = −∇1 V (x⃗1 − x⃗2) (3.5)
∂tP⃗2 = F⃗2 = −∇2 V (x⃗1 − x⃗2) = +∇1 V (x⃗1 − x⃗2) (3.6)

Der Gesamtimpuls P⃗ = P⃗1 + P⃗2 ist daher erhalten,

∂tP⃗ = ∂tP⃗1 + ∂tP⃗2 = 0 (3.7)

Aus der Nicht-Beobachtbarkeit der absoluten Ortes folgt also die
Erhaltung des Gesamtimpulses.
Mit Hilfe des Hamilton-Lagrange Formalismus lässt sich in der

klassischen Physik allgemein zeigen, dass Symmetrien mit Erhal-
tungsgrößen zusammenhängen.
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3.3 Symmetrie

Symmetrie nicht beobachtbar Transformation Erhaltungsgröße
Raum ist homogen Position im Raum Translation x⃗′ = x⃗ + x⃗0 Impuls
Raum ist isotrop Orientierung Rotation ϕ′ = ϕ + ϕ0 Drehimpuls
Zeit ist homogen absolute Zeit Zeit-Versch. t′ = t + t0 Energie

3.3.2 U(1) Phaseninvarianz und Ladung
in der Quantenmechanik

Die Transformation eines quantenmechanischen Zustands ∣ψ⟩ sei

∣ψ′⟩ = U ∣ψ⟩ ⟨Ψ′∣ = ⟨ψ∣U † (3.8)

Eine Symmetrietransformation soll Observablen unverändert las-
sen. Dies gilt insbesondere für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit,

⟨ψ′ ∣ψ′⟩ = ⟨ψ ∣U †U ∣ψ⟩ = ⟨ψ ∣ψ⟩ (3.9)

so dass U unitär sein muss, U † = U−1. Allgemein lassen sich unitäre
Operatoren darstellen als

U = e−iαQ (3.10)

wobei a ein freier reeller Parameter (Zahl) und Q ein Operator
sein soll, der Generator der Transformation genannt wird. Die e-
Funktion ist hier als Tayler-Entwicklung aufzufassen. Wegen

1 = U †U = e+iαQ† ⋅ e−iαQ = eiα(Q†−Q) (3.11)

muss Q also hermitesch und damit eine Observable sein, Q† = Q.
Ist der Zustand ∣ψ⟩ ein Eigenzustand des Operators, Q ∣ψ⟩ = q ∣ψ⟩,
so entspricht die Transformation einfach einer Änderung der Phase
des Zustands,

U ∣ψ⟩ = e−iαQ ∣ψ⟩ = e−iαq ∣ψ⟩ (3.12)

Sowohl ∣ψ⟩ als auch der transformierte Zustand ∣ψ′⟩ müssen die
Schrödinger-Gleichung erfüllen

i∂t ∣ψ⟩ =H ∣ψ⟩ i∂t ∣ψ′⟩ =H ∣ψ′⟩ =HU ∣ψ⟩ (3.13)

Ist U nicht explizit von der Zeit abhängig, so folgt

i∂t ∣ψ′⟩ = i∂t ∣Uψ⟩ = Ui∂t ∣ψ⟩ = UH ∣ψ⟩ =HU ∣ψ⟩ (3.14)

H und U kommutieren also. Damit ist der Erwartungswert von U
und von Q eine Erhaltungsgröße

i∂t ⟨ψ ∣U ∣ψ⟩ = 0 i∂t ⟨ψ ∣Q ∣ψ⟩ = i∂tq = 0 (3.15)

Die erhaltene Größe q wird Ladung genannt. In diesem einfachen
Fall, bei dem die unitäre Transformation nur von einem Parameter
α abhängt (U(1)-Transformation), ist q die elektrische Ladung oder
die Hyperladung.
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3.3 Symmetrie

3.3.3 U(1) Eichinvarianz
und Elektromagnetismus

Es reicht für die Invarianz der Aufenthaltswahrscheinlichkeit völlig
aus, dass lokal, also an jedem Ort und zu jeder Zeit, die Bedingung

ψ′ ∗ψ′ = ψ∗ψ (3.16)

erfüllt ist. Der Parameter α muss also keine universelle Konstante
sein, sondern kann selber eine Funktion von Ort und Zeit sein,

Ψ′ = U Ψ = e−iα(x,t)Q Ψ (3.17)

Da die Phase und damit auch α prinzipiell nicht beobachtbar ist,lokale Eichinvarianz
kann man dies sogar zu einem Postulat erklären. Dies ist die Grun-
didee der Eichtheorie. Mit ihr kann man zeigen, dass das Potential
einer Wechselwirkung zwischen einem Teilchen mit Ladung q und
dem Photonfeld in der Form

q ⋅Aµ(x,t) ⋅ ψ(x,t)

geschrieben werden muss, wobei A ein 4-er Vektorfeld ist. Im Fall
des Elektromagnetismus beinhaltet es das bekannte skalare Poten-
tial ϕ und das Vektorpotential A⃗,

Aµ = (ϕ
A⃗
)
µ

(3.18)

aus denen dann bekanntlich die E⃗ und B⃗-Felder berechnet werden
können.
Formal kann man dies wie folgt ableiten. In allen quantenmacha-

nischen Wellengleichungen

i∂tΨ = − ∇
2

2m
Ψ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Schrödinger

(∂2
t −∇2 +m2)Φ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Klein-Gordon

(iγµ∂µ −m)Ψ = 0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Dirac

(3.19)

tauchen Ableitungen nach Ort und Zeit auf, die bei einer loka-
len Eichtransformation die Form der Wellengleichung ändern. Zum
Beispiel geht bei der Dirac-Gleichung der Massenterm und der ki-
netische Term durch eine U(1) Eichtransformation über in

mΨ′ = e−iαqmΨ (3.20)
γµ∂µΨ′ = e−iαq γµ∂µ Ψ − iqe−iαq (∂µα) γµΨ (3.21)

Der letzte Term rechts ändert die Form der Dirac-Gleichung für Ψ′,
die Bewegungsgleichung 3.19 ist also nicht eichinvariant. Allgemein
muss für eine Bewegungsgleichung der Form

(iγµDµ −m)Ψ = 0 (3.22)

auch

(iγµD′
µ −m)Ψ′ = e−iαq (iγµDµ −m)Ψ = 0 (3.23)
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3.3 Symmetrie

gelten. Dies ist der Fall, wenn

D′
µΨ′ = e−iαqDµΨ (3.24)

Man kann dies erreichen mit dem Ansatz

DµΨ = (∂µ + iqAµ(x⃗,t))Ψ (3.25)

gilt, denn

D′
µΨ′ = (∂µ + iqA′

µ) (e−iαqΨ) (3.26)

= e−iαq [(∂µ Ψ) − iq (∂µα) Ψ + iqA′
µ Ψ] (3.27)

Der Ausdruck in der Klammer ist tatsächlich gleich DµΨ falls

A′
µ = Aµ + ∂µα (3.28)

Offenbar darf Aµ um den Gradienten einer skalaren Funktion ver-
ändert werden, ohne dass sich die Bewegungsgleichung ändert. Da
α = α(x⃗,t) sind auch die vier Komponenten von Aµ Funktionen von
Ort und Zeit. Es muss daher als ein Potential aufgefasst werden.
Damit ist die eichinvariante Dirac-Gleichung

[iγµ(∂µ + iqAµ) −m]Ψ = 0 (3.29)

Multipliziert man von links mit γ0 so folgt daraus

i∂tΨ =HΨ = γ0γ⃗(P⃗ − qA⃗)Ψ +mγ0Ψ + qϕΨ (3.30)

Dies entspricht der schon von der Schrödinger-Gleichung bekannten
Form der minimalen Kopplung , d.h. der Ersetzung

P⃗ → P⃗ − qA⃗, E → E − qϕ (3.31)

bei der Einführung des Elektromagnetismus.

3.3.4 Vorhersagen der Eichtheorien
Eichfelder:
Elektromagn: Photon
Schwach: W ±, Z0

Stark: Gluon

Eichtheorien machen ganz allgemein die folgenden Aussagen, die
tatsächlich alle (bis auf eine Ausnahme) experimentell bestätigt
worden sind:

• Er werden neue Vektorfelder Aµ vorhergesagt.

• Die Vektorfelder Aµ haben keine Masse mA, denn ein zusätz-
licher Massenterm wie mAAµ wäre nicht eichinvariant. Die Massen von W,Z

sind nicht Null (Higgs-
Mechanismus).• Die Quanten von Vektorfeldern haben Spin 1.

• Die dimensionslose Ladung q von Ψ ist erhalten, aber der Zah-
lenwert ist nicht vorhergesagt und eine echte Naturkonstante.

• Die Vektorfelder sind auf ganz bestimmte Weise in den Be-
wegungsgleichungen mit den Fermionen Ψ gekoppelt, q ⋅Aµ ⋅
γµΨ. Dies entspricht den fundamentalen Vertizes der jeweili-
gen Theorie. e−

e−

γ

−e

Abb. 3.30
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• Diese γµ Kopplungen implizieren, dass die Chiralität der Fer-
mionen an jedem Vertex erhalten bleibt.

Die letzte Bedingung hat weitreichende Folgen für die Winkelver-
teilung in Streuprozessen. Im Limes hoher Energien, E ≫ m, än-
dert ein Streuprozess die Helizität eines Fermions nicht (siehe Ab-
schnitt D.6. Da außerdem Drehimpulserhaltung gilt, ergeben sich
bevorzugte Streuwinkel zwischen den einlaufenden und auslaufen-
den Teilchen. Winkelverteilungen erlauben daher eine Überprüfung

• des Propagators und des Spins der Eichbosonen,

• des Spins der streuenden Teilchen,

• der Chiralitätserhaltung am Vertex,

• des Zusammenhangs zwischen Chiralität und Helizität.

Erlaubte und nicht erlaubte Prozesse sind beispielsweise im Elek-
tromagnetismus

e+R

µ+L

γ

e+R

µ+L

e+R

e−L

µ+L

µ−R

Abb. 3.31
Erlaubte Pro-
zesse.

e+Rµ
+
L → e+Rµ

+
L erlaubt (3.32)

e+Rµ
+
L → e+Lµ

+
R nicht erlaubt (3.33)

e+Re
−
L → µ+Lµ

−
R erlaubt (3.34)

e+Le
−
L → µ+Lµ

−
L nicht erlaubt (3.35)

3.4 Messungen zur Fermion-Fermion-
Streuung

Beispiele für die Messung von Winkelverteilungen zeigen die folgen-
den Abbildungen.
Beim PETRA Beschleuniger am DESY wurde mit Schwerpunkts-

energien bis
√
s ≤ 46 GeV die Winkelverteilungen dσ

dΩ gemessen. In
diesem Energiebereich sind Effekte durch den Photon-Austausch
noch deutlich größer als Effekte durch den Z0-Austausch der schwa-
chen Wechselwirkung.
Der totale Wirkungsquerschnitt für e+e− → µ+µ− ergibt sich aus

dem differentiellen durch Integration über die Winkel,

σ = ∫
dσ

dΩ
dΩ = 4π

3

α2

s
≈ 100nb GeV 2

s

mit h̵c = 1 = 0,2GeV fm und der Feinstrukturkonstanten6

αem = e2

4π
.

Wie in Abb. 3.32 gezeigt, fällt der Wirkungsquerschnitt mit der
Schwerpunktsenergie, σ ∼ 1/s, wie von der QED und auch aus

6 Bei diesen hohen Energien ist aufgrund der Renormierung der Quantenkor-
rekturen der Zahlenwert für αem ≈ 1/128 bereits deutlich größer ist als der
aus der Atomphysik bekannte Wert 1/137.
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Volume 191, number  1,2 PHYSICS LETTERS B 4 June 1987 

t ion amounts to a factor o f  (1 "~-6rad) ~ 1.30 in our 
energy range, within our  acceptance and acollinear- 
ity cuts. Table 1 shows for each of  the running periods 
the value of  the overall correction factor f~o= by which 
the data have to be multiplied. It i s  defined as 
fcorr = 1 [ e~ot(1 "~- 6rad) ] ,  where eto t is the product  o f  the 
efficiencies and of  the acceptance factor mentioned 
above. 

( i i )  Errors. The statistical errors take into account 
the cosmic ray background subtraction. The system- 
atic error is of  the order o f  4%. The main contri- 
butions to the latter error come from the errors on 
the luminosity measurement [ 6 ] (3.6%), the cosmic 
background subtraction [ 9 ] (0.5%), the trigger [ 9 ] 
(1%) and the muon chamber efficiencies [9] (1%), 
which were all added quadratically. 

( i i i )  Resul ts .  The total cross-section results are 
presented in table 1 for the five data sets. We define 
R ~  as a~/ tro  with a o = 4 n a g / 3 s .  The energy depen- 
dence of  the total cross section is shown in fig. 1. The 
solid line is the QED cross section. Previously pub- 
lished lower energy data have also been included 
[ 11 ] ~2. The results are in good agreement with the 

zz The cross section for the 14 GeV point is lower by 19.5% with 
respect to the value published in ref. [ 11 ] after a better deter- 
minat ion of  the integrated luminosity. 

theoretical expectations and the average value of  R , ,  
at ~ / s=  43 GeV is: (R.~)=0.98_+0.04_+0.04.  At 
these energies, the effect of  the Z ° propagator on the 
total cross section is very small and the predicted 
value for R . .  is 1.01. Possible deviations from QED 
can be parametrized by introducing form factors F(s )  
in the cross section: a = a o l F ( s ) l  z with F ( s )  
expressed in terms of  the cut-off parameters A+ as 
follows: 

s 
F ( s )  = 1 -T- s . A  z+ • 

By fitting the function 6A= 1 - -R ,~=  1 -- IF(s) i  2 
to this data, we obtain with 95% CL: A+ > 230 GeV 
and A_ > 171 GeV. This can be interpreted as a con- 
formation of  the validity o f  QED down to distances 
of  = 10 i6 cm. • 

6. e+ e - ~l~+ # - angular  distr ibution 
The distribution in polar angle 0 was studied for 

the complete set o f  data divided into two ranges with 
( x / s )  = 3 9  GeV and ( x / ~ ) = 4 4  GeV, respectively. 
The same selection criteria as for the total cross-sec- 
tion measurements were used with the additional 
requirements that the two tracks be reconstructed 
with opposite charge signs and their acollinearity 

f I I I [ I I I I I 

EELLO • Ref. E1~ 
I0 o 

ee~i jW • This paper 

10 4 

lO -z I I I I I i , r r F 

~2 ~6 20 2~ 28 32 36 ~o 44 ~8 

Fig. 1. The e+e - ~ t + l x  - cross section. The full line shows lowest order QED prediction. Triangles correspond to this data and squares 
tO lower energy data previously published [ 11 ]. 
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Abb. 3.32 Totaler Wirkungsquerschnitt σ für e+e− → µ+µ− als Funk-
tion der Schwerpunktsenergie

√
s. Daten der Cello und Jade Kollabora-

tion am PETRA Beschleuniger (Phys.Lett 191B (1987)).

Dimensionsgründen vorhergesagt. Bei
√
s = 46 GeV ist der Wir-

kungsquerschnitt 0.047 nb, die effektive Reichweite der Wechselwir-
kung also etwa 1000 mal kleiner als der Radius eines Protons. Dies
schränkt sehr stark die Hypothese einer Substruktur des Elektrons
oder Muons ein.

muon candidates have [cos 0[<0.85. Background from 
the reaction e + e - ~ e + e - # + #  - ,  giving in general a 
muon pair of lower momenta,  and tau pairs were elimi- 
nated by a cut on the momentum sum of the muon 
tracks. The cut varied with the acollinearity angle. The 
remaining background was estimated to amount  to 
2.7%. The background fraction is reduced to 0.94% if 
an acollinearity cut of 200 mrad is applied as in previous 
publications. 

The acceptance was studied using a Monte Carlo 
simulation ofe  + e -  ~ # +  # -  to order c~ 3 by Berends et al. 
[-9]. The detector effects - resolutions, efficiencies, etc. 
- were then simulated for the particles and the same 
cuts applied as in the data. The geometrical detector 
acceptance defined by [cos0[<0.85 is 73.4%; it is re- 
duced to 68.1% by the cuts on track quality and by 
the efficiency of the muon identification. Additional 
losses not included in the simulation - were caused 
by the trigger inefficiency (4.5%), inefficiencies of the 
time-of-flight counters (5.2%), and losses due to calibra- 
tion errors (5.8%). The losses were determined using ap- 
propriate data samples, e.g. the trigger and counter ineffi- 
ciencies were determined using tau pair data which were 
triggered by independent triggers based on the shower 
counters. The losses due to calibration errors were deter- 
mined by reprocessing a fraction of the data with the 
final calibrations. 

After correcting for c~ 3 contributions from QED the 
total measured cross-section is: 

au (]/s = 35 GeV) = 69.79 __ 1.35 __ 1.40 pb 

where the first error is statistical and the second contains 
the estimated systematic uncertainties from the lumino- 
sity measurement, the acceptance calculation and the 
background determination. This measurement can be di- 
rectly compared with the QED prediction in lowest 
order for l / s =  35 GeV which is 70.9 pb. The new mea- 
surement agrees well with this theoretical prediction. The 
deviation from pure QED predicted by the standard 
model is + 0.2 pb with present parameter values (for the 
numbers see paragraph on comparison with the standard 
model), which is too small to be detected given the exper- 
imental errors. 

For  the calculation of the differential cross-section 
the events were split in 10 bins of cos 0, where 0 was 
the polar angle of the #+ with respect to the flight direc- 
tion of the positron. The corrections for event losses 
and background were applied as for the calculation of 
the total cross-section; they have no angular asymmetry. 
Radiative corrections for e3 effects from pure QED were 
applied, they have an asymmetry of about + 1.5% in 
the accepted angular range. The corrected cross-section 
is shown in Fig. 2a. It is well described by a function 
of the form predicted by the standard model: 
sda/df2 oc 1 + cos 2 0 + 8/3 A cos 0. The parameter A is 
the integrated angular asymmetry, which is defined as 

NF- NB 
A = ~ ,  where NF denotes the number of " forward"  

and NB the number of "backward" events, respectively. 
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e + e- ~ +  1:- at I/s= 35 GeV after QED radiative corrections. The 
full lines represent 2-parameter fits to the form N(l+cos20 
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Events are counted as forward (backward) if the angle 
of the positive muon with respect to the positron beam 
direction is smaller (larger) than 90 ~ . The fit to the data 
shown in Fig. 2 a yields the asymmetry: 

A n = - 0.099 __ 0.015 __ 0.005. 

Restricting the data sample to an acollinearity of 
< 200 mrad as in previous analyses the result remains 
unchanged within the errors. 

The new value for A u agrees well with our previous 
statistically independent result of - 0.111 _+ 0.018 +_ 0.010 
at an energy of ( l / s ) =  34.4 GeV [7]. We have given 
a smaller estimate of the systematic error which results 
mainly from our better understanding of the charge de- 
termination and the background. 

In lowest order electroweak theory muon pairs are 
produced back to back, i.e. within experimental resolu- 
tion they are collinear. Emission of hard photons either 
in the initial or the final state leads to acollinear muon 
pairs. The acollinearity distribution of the selected events 
is shown in Fig. 3; it is well described by the standard 
simulation, which includes c~ 3 effects. 

The muon asymmetry was also studied as a function 
of acollinearity, see Fig. 4. The theoretical expectation 
can be interpreted as follows. In pure QED collinear 
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model), which is too small to be detected given the exper- 
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e + e- ~ +  1:- at I/s= 35 GeV after QED radiative corrections. The 
full lines represent 2-parameter fits to the form N(l+cos20 
+ 8/3 A cos 0) (the numerical results for A are given in the text) 
while the dotted lines are symmetric QED predictions 

Events are counted as forward (backward) if the angle 
of the positive muon with respect to the positron beam 
direction is smaller (larger) than 90 ~ . The fit to the data 
shown in Fig. 2 a yields the asymmetry: 

A n = - 0.099 __ 0.015 __ 0.005. 

Restricting the data sample to an acollinearity of 
< 200 mrad as in previous analyses the result remains 
unchanged within the errors. 

The new value for A u agrees well with our previous 
statistically independent result of - 0.111 _+ 0.018 +_ 0.010 
at an energy of ( l / s ) =  34.4 GeV [7]. We have given 
a smaller estimate of the systematic error which results 
mainly from our better understanding of the charge de- 
termination and the background. 

In lowest order electroweak theory muon pairs are 
produced back to back, i.e. within experimental resolu- 
tion they are collinear. Emission of hard photons either 
in the initial or the final state leads to acollinear muon 
pairs. The acollinearity distribution of the selected events 
is shown in Fig. 3; it is well described by the standard 
simulation, which includes c~ 3 effects. 

The muon asymmetry was also studied as a function 
of acollinearity, see Fig. 4. The theoretical expectation 
can be interpreted as follows. In pure QED collinear 

Abb. 3.33 Differentieller Wirkungsquerschnitt s ⋅ dσ/dΩ für e+e− →
µ+µ− (links) und für e+e− → τ+τ− (rechts) als Funktion des Streuwin-
kels Θ bei

√
s = 35 GeV. Daten der Jade Kollaboration am PETRA

Beschleuniger (Z. Phys. C 46, 547-553 (1990)).

Die mit s normierte Winkelverteilung s ⋅ dσdΩ für Paarproduktion
von Muonen und Taus ist in Abb. 3.33 gezeigt. Die im Vergleich ge-
zeigte Erwartung für reine QED beschreibt annähernd die Daten.
Allerdings kann man bereits bei diesen

√
s Werten den Z0 Aus-

tausch der schwachen Wechselwirkung nicht mehr vernächlässigen.
In der Summe beschreibt QED und schwache Wechselwirkung die
Daten sehr gut.
Abb. 3.34 zeigt die Winkelverteilung für Bhabha-Streuung, e+e− →

e+e−. Auch hier stimmen die Daten sehr gut mit der QED-Erwartung,
die auf der Interferenz zweier Matrixelemente (Feynman-Diagramme)
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Fig. 2. Acollinearity distribution for Bhabha events. The data 
of all the energy regions are combined. The curve is the pre- 
diction of QED up to order c~ 3. 

e+e-  ~ 3`7 were further corrected for those e+e - ~3`3` 
events in which both photons had converted in the 
material between the jet  chamber and the beam, result- 
ing in the event being classified as e+e - ~ e+e - .  This 
correction amounted to 2% at 90 ° scattering angle, at 
which each photon encounters 0.18 radiation length, 
and 11% at the smallest scattering angle. The contami- 
nation of the Bhabha event sample by this background 
is negligible. 

Absolute luminosities can be obtained from Bhabha 
scattering in the end cap lead-glass  counters (0.91 
< Icos 01<  0.97) provided standard QED is correct at 
small angles. The integrated luminosities so obtained 
are: 196 -+ 9, 1144 -+ 39 ,790  + 28 nb -1 at X/) -= 27.7, 
30.1 and 31.3 GeV, respectively, where the errors are 
systematic (2.5% o) and statistical. The acceptance of  
the end caps was computed with the aid of detailed 
Monte Carlo simulations of  the Bhabha scattering pro- 
cess, with radiative corrections, and of the propagation 
of the scattered particles through the material in and 
around the detector. Absolute luminosities were used 
only in comparing the data on e+e - -+ 73' with the 
predictions of  QED and hypothetical  modifications 
thereof. In the study of  Bhabha scattering the luminos- 
ity was adjusted appropriately for each trial modifica- 
tion of  the standard QED scattering cross section, so 
that the comparison between prediction and measure- 
ment is based on the shape o f  the scattering angle dis- 
tr ibution and not  on any absolute normalization. 

e , -  

,=1,= 
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Fig. 3. Angula r  d i s t r i b u t i o n s  for  the  rear 
and e+e - ~ "r3' at x/s = 27.7, 30.1 and 3t 
are the predictions of QED. 

Fig. 3 shows the measured scattering angle distribu- 
tions for the two reactions studi," a. The data points in 
the region 0.70 < Icos 0[ ( 0.82, near the limits of  the 
barrel 's acceptance, have ~een corrected for events 
lost due to shower el;~rg!, leakage from the lead-glass.  
The systematic error on the acceptance in this region 
has been estimated at -+5% and was included in the 
error bars on fig. 3. The curves in fig. 3 were calculated 
from QED. Radiative corrections [4] and, in the case 
of  Bhabha scattering, a correction for hadronic vacuum 
polarization [5] have been applied. 

There is an excellent agreement between the data 
and the QED predictions. In order to express the re- 
sult in terms of a cut-off parameter A, we introduce a 
hypothetical  modification [6] of  the photon propaga- 
tor 1/q 2 by multiplying it with a form factor 

F(q 2) = 1 -+ q2/(q2 _ A.2), 

where q2 is the invariant mass squared of the virtual 
photon• Then the differential cross section is given by: 

do _ c~ 2 I10 + 4x  + 2x 2 F2(q2)  
dr2 4s (1 - x )  2 

2(1 + x )  2 F(q2)F(s ) + (1 + x2)F2(s)] 
1 - x  

where x = cos 0 and q2 = - s (1  - x)/2. 
For the reaction e+e - -~ 3`7 we use [7] 

208 

Abb. 3.34 Differentieller Wirkungsquerschnitt s ⋅ dσ/dΩ für e+e− →
e+e− und e+e− → γγ als Funktion des Streuwinkels Θ bei

√
s = 27,7 −

31 GeV GeV. Daten der Jade Kollaboration am PETRA Beschleuniger
(Phys.Lett 92B (1980)).
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beruht, überein.
Auch gezeigt ist die Winkelverteilung für den Prozess e+e− → γγ,

dessen Feynman-Diagramm im Gegensatz zu den anderen Prozes-
sen einen Fermion - Propagator beinhaltet. Auch hier wird die QED
bestätigt. Insgesamt findet man bereits bei Rechnungen in führen-
der Ordnung häufig Genauigkeiten im % Bereich.

Erzeugung von Hadronen in der QED Zur Untersuchung der Ei-
genschaften der Hadronen und Quarks eignet sich besonders der
Prozess

e+e− → Hadronen
und als Messgröße das Verhältnis von hadronischem zu leptoni-
schem Wirkungsquerschnitt.
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Abb. 3.35 Oben: Wirkungsquerschnitt für e+e− → Hadronen als
Funktion der Schwerpunktsenergie. Unten: Verhältnis R der Wirkungs-
querschnitte von e+e− → Hadronen und e+e− → µ+µ−.

R = σe
+e−→Hadronen

σe+e−→µ+µ−
,
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Unter der Annahme, dass man die Produktion von Hadronen durch
die Produktion von Quarks mit anschließendem Übergang (Wahr-
scheinlichkeit 1) der Quarks in Hadronen erklären kann (QCD Fak-
torisierung), gilt

R =
σe+e−→uū,dd̄,ss̄,cc̄,bb̄,tt̄

σe+e−→µ+µ−
= ∑q

¯∣Mq ∣
2
dQq

¯∣Mµ∣
2
dQµ

Bei
√
s ≈30GeV kann man den Z0 Austausch vernachlässigen ge-

genüber dem γ- Austausch, so dass R sensitiv ist auf

• die elektrische Ladung der Quarks

• den Spin der Quarks

• die Masse der Quarks

Die Massen gehen unter anderem in das Verhältnis der Phasenraum-
Faktoren ein (siehe Gleichung 2.121),

%(mq)

%(mµ)
≈

%(mq)

%(mµ=0)
=

Pf(mq)
Pf(mµ = 0)

=
√
E2 −m2

q√
E2

=

√

1 −
4m2

q

s

das schnell gegen 1 geht für E = 1
2

√
s >mq.
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4.1 Historie der Schwachen Wechselwirkung

4 Schwache Wechselwirkung

4.1 Historie der Schwachen Wech-
selwirkung

Die schwache Wechselwirkung unterscheided sich in den folgenden
Aspekten deutlich von den anderen Wechselwirkungen:

• Zerfall elementarer Teilchen

• Schwere Austauschteilchen

• Paritätsverletzung

• Symmetriebrechung durch Higgs-Mechanismus

Um diese sehr unterschiedlichen Eigenschaften zu verstehen waren
daher eine Reihe experimenteller Entdeckungen notwendig:

1896 Bequerel entdeckt die Radioaktivität

1914 Chadwick entdeckt, dass β-Strahlen anders als α-Strahlen ein
kontinuierliches Energie-Spektrum haben. Heute wissen wir,
dass β-Strahlen Elektronen oder Positronen sind, die mit keV
- MeV Energien von zerfallenden Kernen emittiert werden.

1927 Ellis undWoostar argumentieren, dass Eβ ≤ Emax gilt. Daraus
folgt, dass entweder die Energie-Erhaltung verletzt ist (Bohr)
oder aber ein 3-Körperzerfall mit einem neuen, unsichtbaren
Teilchen vorliegt, dem Neutrino (Pauli). Unsichtbar bedeutet,
dass es weder elektromagnetischer noch starker Wechselwir-
kung unterliegt.

1933 Fermi formuliert die Theorie des β−Zerfalls. Für den Zerfall

n→ p + e− + ν̄e

setzte er als Matrix-Element an:

M = GF j(pn) j(eν)

also eine Theorie mit “geladenen” Strömen (“charged current”),
der unterschiedliche Teilchen zusammenfasst.
Dies ist eine 4-Fermion Wechselwirkung ohne Austauschteil-
chen und daher ohne Propagator. Die neue Kopplungskon-
stante ist die Fermi-Konstante

GF = 1,1 ⋅ 10−5 GeV−2

Diese Fermi-Theorie enthält aber nicht die Paritätsverletzung
der schwachen Wechselwirkung.
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4.2 Fermi-Konstante und W-Propagator

1956 Lee und Yang argumentieren, dass in allen schwachen Prozes-
sen Paritätsverletzung auftritt. Ein Jahr später gelingt C.S.Wu
der erste experimentelle Beweis dazu.

1960 Glashow, Salam undWeinberg formulieren die “GSW”-Theorie
der Elektroschwachen Wechselwirkung, das Standard-Modell.
Sie beinhaltet γ,W ± und sagt das Z0 voraus, also auch neu-
trale, schwache Ströme.

1973 Entdeckung der neutralen, schwachen Ströme in der Garga-
melle Blasenkamer am CERN in der Reaktion:

ν̄µ + e− → ν̄µ + e−

1984 Entdeckung des W ± und des Z0 Bosons am UA1 Experiment
am CERN (Nobelpreis Rubia und Vandermer)

2012 Entdeckung des Higgs-Bosons am Atlas und CMS Experi-
ment am LHC-Beschleuniger am CERN (Nobelpreis Higgs,
Engler 2013)

4.2 Fermi-Konstante undW-Propagator

In der heutigen Interpretation durch die Theorie der schwachen
Wechselwirkung entstehen alle Zerfälle elementarer Teilchen

d→ ue−ν̄e, µ− → νµ e
−ν̄e, . . .

durch den Austausch eines neuen TeilchensW ± mit Spin 1. Für den
Muon-Zerfall als Beispiel ergibt sich das Matrixelement zu

µ−

νµ

W −

e−

ν̄e

Abb. 4.1
Muon-Zerfall. Das µ strahlt
zunächst ein virtuelles W
ab und geht in ein Muon-
Neutrino über. Das W zerfällt
in Elektron und ein Elektron-
Antineutrino.

M ∼ jνµµ
g2

q2 −m2
W

jν̄ee (4.1)

Die neue Konstante g ist dabei der Vertexfaktor (die Kopplungs-
konstante) des W - Bosons an ein Lepton- oder Quark Paar. Sie ist
gleich für alle Leptonen und Quarks. Der geladene Strom jνµµ be-
schreibt den Fermionstrom µ− → νµ, der ebenfalls geladene Strom
jν̄ee den Strom im Endzustand, bei dem ein e− und ein ν̄e entsteht.
Im Limes kleiner Impulsüberträge ∣q2∣ << m2

W vereinfacht sich der
Propagator für das schwere W -Boson dann zu 1/m2

W . Ein genauer
Vergleich mit der Formel aus der Fermi-Theorie liefert:

GF√
2
= g2

8m2
W

(4.2)

Damit ist die Fermikonstante als Quotient aus Kopplungskonstante
und Masse des W interpretiert worden.
Bei hohen Impulsüberträgen wird derW -Propagator die richtigen

Ergebnisse liefern, nicht jedoch die Fermi-Theorie. Vergleicht man
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4.3 Paritätsverletzung und V-A Theorie

den Austausch des masselosen Photons mit dem eines massivenW -
Bosons, so entspricht dies den Potentialen (siehe auch Abschnitt
2.6):

γ-Austausch: VCoulomb =
e2

4πr
(4.3)

W-Austausch: VY ukawa =
g2

4πr
e−MW ⋅r Yukawa-Potential(4.4)

für MW →∞ VY ukawa =
g2

M2
W

δ3(r) (4.5)

Eine große Masse entspricht daher einer kurzen Reichweite. Sym-
bolisch geht damit der Propagator des W -Austausches in eine 4-
Fermion Kontaktwechselwirkung über.

Die Reichweite der schwachen WW ist damit

RW ≈ h̵c

MW

= 200 MeV fm

80 GeV
≈ 2,5 ⋅ 10−3fm

Das ist etwa 1/400 der Reichweite der starken Wechselwirkung
oder des Radius des Protons. Die schwache Wechselwirkung ist also
schwach, weil W und Z Bosonen so schwer sind. Die Kopplungs-
konstante g ist etwa

g = 0,7 (4.6)

4.3 Paritätsverletzung und V-A Theo-
rie

Die Paritätstransformation P spiegelt die Koordinaten eines Vek-
tors am Ursprung. Da zweimalige Spiegelung den Ursprungszustand
wiederherstellt, kann der Eigenwert zu P̂ nur ±1 sein.
Vektoren mit negativer Parität sind

P̂ x⃗ = −x⃗, P̂ p⃗ = −p⃗, P̂ j⃗ = −j⃗ (4.7)

Vektoren mit positiver Parität (Axialvektoren) sind z.B.

P̂ L⃗ = P̂ (r⃗ × p⃗) = +L⃗ (4.8)

sowie der Gesamtdrehimpuls J⃗ und der Spin S⃗. Das Produkt eines
Vektors mit einem Axialvektor, also z.B. J⃗ ⋅p⃗, ist wieder ein Vektor.
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4.3 Paritätsverletzung und V-A Theorie

Aufgabe 4.1: Zeigen Sie anhand der Maxwell-
Gleichungen, dass wegen

P̂ % = +% P̂ j⃗ = −j⃗ (4.9)

die elektromagnetische Wechselwirkung die Parität er-
hält, wenn

P̂ E⃗ = −E⃗, P̂ B⃗ = B⃗ (4.10)
P̂ϕ = +ϕ, P̂ A⃗ = −A⃗ (4.11)

Damit hat auch das Photon Aµ = (ϕ,A⃗) negative Pa-
rität.

Am Beispiel des β-Zerfalls

60Co→ 60Ni + e− + ν̄e

wurde erstmals von C.S.Wu direkt nachgewiesen, dass die Parität
in der schwachen Wechselwirkung nicht erhalten ist.

Die Spinrichtung des Co wird bei tiefen Temperaturen durch ein
Magnetfeld festgelegt. Gemessen wird die Zählrate der Elektronen
unter einem bestimmten Winkel relativ zur Spinrichtung, also als
Funktion von J⃗Co ⋅ p⃗e. Man beobachtet, dass die e− vorzugsweise
entgegen der Richtung des Co-Spins emmittiert werden, d.h bei
Umpolung des Magnetfeldes ändert sich auch die Zählrate. Da der
e−- Impuls ein Vektor ist und Spin ein Axialvektor ist folgt, das
die relative Richtung der beiden (Observable) nicht invariant unter
einer Paritätstransformation ist.
Tatsächlich ist die Parität in der schwachen Wechselwirkung ma-

ximal verletzt, d.h.

• Nur linkshändige Fermionen (e−L, νL, uL, dL) und
rechtshändige Anti-Fermionen (e+R, ν̄R, ūR, d̄R) nehmen an der
schwachen Wechselwirkung teil.

• e−R, νR, uR, dR und e+L, ν̄L, ūL, d̄L nehmen nicht an der schwa-
chen Wechselwirkung teil.

Dies nennt man eine chirale Theorie. Das gleiche Verhalten be-
obachtet man auch für die beiden anderen Fermion-Generationen.
Man sieht diese Eigenschaft in allen Prozessen der schwachen Wech-
selwirkung. Ein besonders deutliches Beispiel ist in Abb.4.2 gezeigt.
Hier wurde bei sehr hohen Energien, so dass Helizität und Chiralität
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4.3 Paritätsverletzung und V-A Theorie
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Abb. 4.2 Wirkungsquerschnitt für e−p → νeX und e+p → ν̄eX als
Funktion der Polarisation der e±. Der WQ ist linear abhängig von der
Polarisation Pe des e± Spins. Er wird Null für e− mit Spin parallel zum
Impuls (Pe = 1) und ebenso Null für e+ mit Spin antiparallel zum Impuls
(Pe = −1). Daten der Experimente H1 und ZEUS bei HERA.

gleich sind, gezeigt, dass die schwache Wechselwirkung für Elektro-
nen Null wird, wenn ihre Spins parallel zur Bewegungsrichtung sind
(e−R), die Ereignisrate aber linear mit der entgegengesetzten Spin-
polarisation ansteigt. Genau der umgekehrte Fall ergibt sich für e+.
Tatsächlich finden also nur die Prozesse statt:

e−Lp→ νLX und e+Rp→ ν̄RX (4.12)

Für die theoretische Beschreibung der schwachenWechselwirkung
macht man es sich zunutze, dass die 4-komonentigen Spinoren sich
in links und rechtshändige, orthogonale Zustände zerlegen lassen,
und auch die Ströme j sich zerlegen lassen wie in Gl. D.44. Der
Strom eines Fermions7 in der schwachen WW ist also nur

(uL)†γ0γµuL

Vertauscht man hingegen Teilchen und Antiteilchen und gleichzeitig
die Parität, so ergeben sich wieder erlaubte Prozesse.

7 Dies ist die sogenannte V −A Form der schwachen WW. Diese Abkürzung
bedeutet Vektor-Axialvektor-Strom und ist motiviert durch die Form des
PL-Operators,

u†
Lγ

0γµuL = u†γ0γµ
1

2
(1 − γ5

)u =
1

2
u†γ0γµu
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
V ektor

−
1

2
u†γ0γµγ5u
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Axialvektor

(4.13)
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4.4 Standard-Model der elektroschwachen Wechselwirkung

4.4 Standard-Model der elektroschwa-
chen Wechselwirkung

Heute basiert die akzeptierte Theorie der schwachen Wechselwir-
kung auf der SU(2)L Symmetrie im Flavour-Raum. Beteiligt sind
dabei nur die linkshändigen Fermionen (“L”). Die Eichbosonen sind
die W ± und Z0 Bosonen. Im Vergleich zu den anderen Wechselwir-
kungen haben diese Eichbosonen eine hohe Masse und sind instabil:

Boson WW Masse M (GeV) Breite Γ (GeV)
γ elektromag. 0 0
g stark 0 0
W ± schwach 80,425 ± 0,038 2,124 ± 0,041
Z0 schwach 91,1876 ± 0,0021 2,4952 ± 0,0023

Hierbei ist Γ die Energieunschärfe aufgrund der endlichen Le-
bensdauer.

Gemäß Standard-Modell werden alle linkshändigen Fermionen in
Doubletts, alle rechtshändigen in Singletts eingeordnet.

Linkshändige Lepton-Doubletts (Isospin T3 = ±1/2)

(νe
e−

)
L

(νµ
µ−

)
L

(ντ
τ−

)
L

ÁW − ⤸W + (4.14)

Linkshändige Quark-Doubletts (Isospin T3 = ±1/2)

(u
d
)
L

(c
s
)
L

(t
b
)
L

ÁW − ⤸W + (4.15)

Übergänge innerhalb eines Doubletts werden durch W -Austausch
vermittelt. Dieser Übergang entspricht einer Rotation im SU(2)
Raum. Die schwache Wechselwirkung ist damit automatisch uni-
versell gleich für Leptonen und Quarks.
Rechtshändige Lepton-Singletts (Isospin T3 = 0)

eR, νeR, µR, νµR, τR, ντR (4.16)

Rechtshändige Quark-Singletts (Isospin T3 = 0)

(uR), dR, cR, sR, tR, bR (4.17)

Für die rechtshändigen Singletts sind keine Übergänge möglich,
sie sind neutral bezüglich der schwachen Ladung und nehmen nicht
an der schwachen WW teil.
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4.4 Standard-Model der elektroschwachen Wechselwirkung

W -Zerfall Die Universalität der schwachen WW zeigt sich am di-
rektesten in der relativen Häufigkeit der Zerfälle des W -Bosons.
Kinematisch sind Zerfälle möglich in alle Doubletts außer (top-
bottom). Aufgrund der Farbe der Quarks gilt

3 ⋅ ΓW→lν̄l = ΓW→qq′

so dass
Γeνe ∶ Γµνµ ∶ Γτντ ∶ Γdu ∶ Γsc = 1 ∶ 1 ∶ 1 ∶ 3 ∶ 3

gilt. Bei 9 gleichen Zerfallsmöglichkeiten ergibt sich ein Verzwei-
gungsverhältnis von jeweils 11%, wie experimentell beobachtet.

Z-Prozesse Der Austausch vonW -Bosonen ist stets mit einer Än-
derung der Lepton- oder Quark-Flavour sowie der Ladung verbun-
den. Damit lassen sich Reaktionen wie

ν̄µ + e− → ν̄µ + e−

nicht erklären, da hier kein Übergang innerhalb einer Generation
stattfindet. Die Entdeckung solcher neutraler Ströme wird durch
das Z0 Boson erklärt, das ebenfalls Spin 1 hat. Erwarten würde

ν̄µ

e−

Z0

ν̄µ

e−

Abb. 4.3
Elastische Neutrino-Elektron
Streuung.

man aufgrund der SU(2)L Symmetrie insgesamt 3 Eichbosonen.
Allerdings kann das Z0 nicht einfach ein neutraler Partner des W -
Bosons sein, denn es hat eine andere Masse und koppelt nicht uni-
versell gleich an alle Quarks und Leptonen. Beispielsweise beträgt
das Verzweigungsverhältnis des Zerfalls Z0 → e+e− nur ca. 3%. Ur-
sache ist die Mischung zwischen Photon und Z0 in der vereinheit-
lichten elektroschwachen Wechselwirkung SU(2)L × U(1)Y zusam-
men mit dem Higgs-Mechanismus. Die wichtigsten Aussagen des
Standard-Modells zur Physik derW und Z Bosonen lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

• W und Z Bosonen haben Spin 1.

• Das W Boson reagiert nur mit linkshändigen Teilchen und
rechtshändigen Anti-Teilchen. Es wandelt dabei e,µ,τ Lepto-
nen in Neutrinos um oder u,c,t Quarks in d,s,b Quarks, z.B.

e− →W −νe, W + → e+νe W + → ud̄

Die Kopplungskonstante g ∼ 0.7 für alle diese Reaktionen ist
gleich groß.

• Das Z Boson koppelt sowohl an links- als auch an rechts-
händige Teilchen, allerdings unterschiedlich stark. In Wech-
selwirkungen mit dem Z Boson bleibt die Flavour der betei-
ligten Leptonen und Quarks erhalten, z.B.

u→ uZ, e+e− → Z, Z → bb̄

Es gibt jeweils eine Kopplungskonstante für alle geladenen
Leptonen e,µ,τ , Neutrinos νe, νµ, ντ , u-artigen Quarks u,c,t,
sowie d-artigen Quarks d,s,b.
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4.5 SU(2) Symmetrie der schwachen Wechselwirkung

• Jeweils 3 oder 4 W und Z Bosonen können auch miteinander
wechselwirken, z.B.

Z →W +W −, W + →W +Z, W +W − → ZZ

Im Standard-Modell gilt für die Kopplungen des W

gW = e
sin θW

und des Z:

gZ = e
sin θW cos θW

(T3 − sin2 θW Q)

Hierbei ist die elektromagentische Kopplung

e ≈ 0.3

und der Weinberg-Winkel θW ≈ 28,6°, also

sin2 θW ≈ 0.231

Weiter gilt für das Verhältnis der Massen von W und Z:

mW

mZ

= cos θW

Die Begründung für diese Kopplungen hängt mit der Mischung von
γ und Z zusammen. Die SU(2)L hat die Kopplung g und gilt für
W ± und W 0. Die U(1)y hat die Kopplung g′ und gilt für das B0.
B0 und W 0 mischen zu γ,Z0

(Aµ
Zµ

) = ( cos θW sin θW
− sin θW cos θW

)(
B0
µ

W 0
µ

)

4.5 SU(2) Symmetrie der schwa-
chen Wechselwirkung

Die folgenden Betrachtungen gelten nur für die linkshändigen Kom-
ponenten der Fermionen. Die schwache Wechselwirkung beschreibt
Übergange zum Beispiel zwischen dem Elektron und dem Elektron-
Neutrino. Man fasst diese Teilchen als die beiden Zustände eines
verallgemeinerten Zustands (Doublett) auf

∣ψ⟩ = (ν
e
)

Analog der Formulierung beim Spin bezeichnet man die Neutrino-
Komponente als die +1/2 Komponente des sogenannten Isospins
und das Elektron als −1/2 Komponente. Auch hierfür kann man
eine unitäre Transformationen im Isospin-Raum definieren,

ψ′ = Uψ (ν
′

e′
) = U (ν

e
)
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4.5 SU(2) Symmetrie der schwachen Wechselwirkung

Hier sei U ein Element der Symmetriegruppe SU(2)L, das durch
eine 2 × 2 Matrix mit U †U = 1 und detU = 1 dargestellt werden
kann. Diese Transformationen verändern - ortsabhängig und zeit-
abhängig - sowohl die Komponenten der Doubletts als auch deren
Phasen. Solche unitären Matrizen können immer in der Form

ψ′ = Uψ = eig αa(x)Taψ

geschrieben werden.

• Die reelle und beliebige Konstante g wird später als Kopp-
lungskonstante der W Bosonen interpretiert werden.

• Die αa(x) sind willkürliche reelle Funktionen von Ort und
Zeit und Summation über a ist implizit.

• Die 2×2 Matrizen Ta müssen dabei linear unabhängig, spurlos
und hermitesch sein. Es gibt höchstens drei solche Matrizen.
Die “Generatoren” Ta der SU(2)L können z.B. mit Hilfe der
Pauli Matrizen dargestellt werden, da diese genau die oben
genannten Forderungen erfüllen.

Ta =
σa
2

a = 1,2,3.

Es liegen mit den drei Generatoren auch drei Transformationsmög-
lichkeiten vor. In der Eichtheorie kann wieder gezeigt werden, dass
die Wechselwirkung (hier mit dem W und dem Z) durch 4-er Vek-
torfelder beschrieben werden muss, jeweils ein Feld Wa(x,t) pro
Transformation.

g TaWa (νe
e
)

Setzt man explizit die Pauli-Matrizen ein, so erhält man

gTaWa (νe
e
) = g

2
((0 1

1 0
)W1 + (0 −i

i 0
)W2 + (1 0

0 −1
)W3) (νe

e
)

= g

2
( W3 W1 − iW2

W1 + iW2 −W3
) (νe

e
)

Für solche Flavour und Ladung ändernden WW macht es daher
Sinn, Aufsteige- und Absteige-Operatoren T ± und entsprechende
Vektorfelder W +,W − zu definieren:

W ± = 1√
2
(W1 ∓ iW2)

T ± = 1√
2
(T1 ± iT2)

so dass

T + = 1√
2
(0 1

0 0
) T − = 1√

2
(0 0

1 0
)
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4.6 Neutrino-Streuung

Ersetzt man T1,2 durch T ±, so erhält man in dieser neuen Basis für
die W -Felder

+ g√
2
( 0 W +

W − 0
) (νe

e
) + 1

2
(gW3 0

0 −gW3
) (νe

e
)

= (g(T +W + + T −W −) + gT3W3) (νe
e
)

Der erste Term beschreibt die Wechselwirkung des geladenen Stroms,
der zweite die des neutralen Stroms. Bei letzterem fehlt noch der
Beitrag durch das Photon.

4.6 Neutrino-Streuung

Pionen und Kaonen lassen sich in großer Anzahl in Proton-Kern
Wechselwirkungen (fixed-Target) erzeugen. Fokussiert man diese,
so entstehen auf langen Zerfallsstrecken durch Zerfälle Neutrinos,
z.B.

π+ → µ+νµ

K+ → µ+νµ

4.6.1 Geladener Strom
Der “Charged Current” Neutrino-Proton (oder Neutron) Wirkungs-
querschnitt für

νµ + p→ µ− +X

lässt sich dann über die entsprechenden geladenen Leptonen (hier
das µ) messen. Man findet bei den verfügbaren Strahlenergien einen
fast linearen Verlauf des totalen WQ (siehe Abbildung),

σtot ≃ 0,6 ⋅ 10−38cm2 ⋅ Eν
GeV

Für ein fixed-target Experiment νµ +p→ µ+X ist das Quadrat der
Schwerpunktsenergie s = (pν + pp)2 ≈ 2Eνmp, so dass auch gilt:

σtot ∼ s

Im Quark-Parton-Modell enstpricht der Prozess der ν-Quark Streu-
ung, z.B.

νµd→ µ−u

mit der Schwerpunktsenergie ŝ < s. Dieser Prozess ist erlaubt für
alle Winkel, da es keine Vorzugsrichtung durch die Spins gibt. Daher
gilt

dσ

dΩ
= G

2 ⋅ s
4π2

(4.18)
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4.6 Neutrino-Streuung

νµ

d

W

µ−

u

νµ d

µ−

u

⇐ ⇒
⇐

⇒

Abb. 4.4 Elastische Neutrino-Quark Streuung mit geladenem Strom.
Links: Feynman-Diagramm. Rechts: Impulse und Spins im CMS-System.

Anders sieht es aus für den Prozess

ν̄µu→ µ+d

In diesem Prozess ist die Rückwärtsstreuung (θ = 180○) verboten
wegen Helizitäts- und Drehimpulserhaltung.

dσ

dΩ
= G

2 ⋅ s
16π2

(1 − cos θ)2 (4.19)

ν̄µ

u

W

µ+

d

νµ d

µ−

u

⇒ ⇒
⇒

⇒

Abb. 4.5 Elastische Antineutrino-Quark Streuung mit geladenem
Strom. Links: Feynman-Diagramm. Rechts: Impulse und Spins im CMS-
System.

4.6.2 Neutrale Ströme: Z0 Austausch
Die Neutralen Ströme wurden 1973 entdeckt,

ν

e

Z0

ν

e

Abb. 4.6
Elastische Neutrino-Elektron-
Streuung mit Z0 Austausch.

inelastisch: νN → νX

elastisch: ν̄µe
− → ν̄µe

−
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Abb. 4.7 Links: Foto der Gargamelle-Blasenkammer als Ausstellungs-
objekt am CERN.
Rechts: Ein von links in die Gargamelle Blasenkammer eintretendes Neu-
trino trifft auf ein Elektron, und dieses erzeugt einen kleinen elektroma-
gnetischen Schauer.

Experimentell nicht beobachtet hingegen werden “Flavour changing
neutral currents” (FCNC) wie z.B. νee→ νµµ oder K0 → µ+µ−.

73



4.7 Entdeckung von W und Z

νe

e

νµ

µ

d̄

s

µ+

µ−

Abb. 4.8 Nicht beobachtete FCNC-Prozesse.

Solche FCNC sind im Standard-Model tatsächlich verboten durch
den sogenannten “GIM” Mechanismus, der gilt, wenn alle Gene-
rationen vollständig sind. Aus der nicht-Beobachtung von FCNCs
wurde daher

• nach Entdeckung des s-Quarks auch das c-Quark vorherge-
sagt,

• nach Entdeckung des b-Quarks auch das t-Quark vorherge-
sagt,

• nach Entdeckung des τ -Leptons auch das ντ vorhergesagt.

In jedem dieser Fälle wurde das vorhergesagte Teilchen dann auch
tatsächlich gefunden.
Gleichzeitig schränkt die nicht-Beobachtung von FCNCs auch

viele Modelle zur Physik jenseits des Standard-Modells ein. Man
kann also nicht einfach ein einzelnes weiteres Quark oder Lepton
postulieren, ohne auch gleichzeitig den entsprechenden SU(2) Part-
ner mit anzunehmen. Später werden wir sehen, dass man sogar aus
der Beobachtung eines einzelnen weiteren Leptons oder Quarks fol-
gen kann, dass die ganze Generation mit allen Leptonen und allen
Quarks vorhanden sein muss.

4.7 Entdeckung von W und Z

Entdeckt wurden die schwachen Eichbosonen 1983 am CERN SPP̄S
Collider, der Proton-Antiproton-Kollision pp̄ bei einer Schwerpunkts-
energie von

√
s = 540 GeV ermöglichte. (Nobelpreis: Rubia (UA1

Experiment) und Vandermer (Beschleuniger). Das W war vorher
nur aus den Zerfällen von z.B. µ sowie s,c Quarks vorhergesagt
worden, es war aber nicht bekannt, ob es sich dabei nur um eine
effektive Beschreibung der Zerfälle oder tatsächlich um ein Teil-
chen handelte. Das Z Boson wurde aus der elastischen Neutrino-
Streuung νµp → νµp gefolgert. Der Zusammenhang zwischen der
Masse des W und des Z war nur theoretisch im heute so genannten
Standard-Modell postuliert worden. Für das SPPS wurden durch
Umkehrung des Neutron-Zerfalls

q

q̄

W
e±

ν̄e

Abb. 4.9
W -Produktion in pp̄ Streuung

d→ ue−ν̄e

die Reaktionen
ūd→W − → e−ν̄e
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4.7 Entdeckung von W und Z

und
ud̄→W + → e+νe

vorhergesagt. Analog aus “Crossing” der Neutrino-Streuung (mit
der Ersetzung ν → e):

uū→ Z0 → e+e−

dd̄→ Z0 → e+e−

Außerdem wurde erwartet, dass W und Z nicht nur in Elektronen
sondern auch in Myonen zerfallen können sollten.

Abb. 4.10 Oben: Bild eines Ereignisses im UA1 Experiment am
CERN. Gezeigt sind geladene Teilchen als Kreisbahnen im Magnetfeld
in der Spurkammer sowie Energien in den Kalorimeter-Zellen. Unten:
Das gleiche Ereignis. Gezeigt sind aber nur Spuren mit einem Impuls
transversal zum Strahlrohr von pT > 1 GeV. Nur eine Spur bleibt, die als
Myon identifiziert wurde. Angedeutet ist auch die Richtung des fehlenden
Transversalimpulses pT,miss, der aus Impulserhaltungsgründen folgt.

Die Kinematik der Ereignisse kann wie folgt verstanden wer-
den: Seien x1, x2 die Quark-Impuls-Bruchteile im Proton und Anti-
Proton, dann ergibt sich die W -Masse aus

m2
W = (x1p1 + x2p2)2 ≈ x1x2s

Da x1 ≠ x2 möglich ist, folgt, dass das W einen Impuls entlang der
Strahlachse haben kann. Da das Neutrino nicht gemessen werden
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4.8 Z0-Physik an e+e− Beschleunigern

kann, mussmW mit Hilfe der transversalen Impuls-Bilanz bestimmt
werden. Hierfür gilt im Idealfall

p⃗Te = −p⃗τν

Für kleine e,ν Massen gilt pT,max =mW /2, der so genannte Jakobi-
Peak. Dieser Wert ist invariant unter Lorentz-Transformationen

Abb. 4.11
Jakobi-Peak des transversalen
Impulses der Leptonen aus
dem W -Zerfall.

entlang der Strahlrichtung, also auch unabhängig von den Unbe-
kannten x1 und x2. Weitere Hadronen, die in den Ereignissen ent-
stehen, tragen nur sehr wenig pT , so dass pTe ≈ pTν auch tatsächlich
beobachtet wird.

Abb. 4.12 Im UA1 beobachtete Korrelation zwischen pt,e und pt,ν
sowie Winkelverteilung der Leptonen.

4.8 Z0-Physik an e+e− Beschleuni-
gern

Am bisher höchst-energetischen e+e− Beschleuniger LEP (“Large
Electron-Positron Accelerator”) wurden von 1989 - 2000 bei Schwer-
punktsenergien von zunächst 90 GeV (Masse des Z) und später bis
zu 208 GeV Daten genommen.

LEP-I (1989-1993),
√
s ≈ 90 GeV: Bei diesen Energien wurden

ca. 18.000.000 Z produziert ;

LEP-II (1996-2000), 160 <
√
s ≤ 209 GeV: Bei diesen Energien

konnte Paarproduktion von W ±-Bosonen beobachtet werden,
mit ca. 80000 W ’s.

Auf diese Weise können alle schwach Wechselwirkenden Fermio-
nen paarweise erzeugt werden, wenn Ihre Masse kleiner als

√
s/2

ist. Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus der Interferenz von
Photon- und Z-Beiträgen, d.h. der |Summe der Matrixelemente|2

e+e− → γ/Z0 → µ+µ− bei
√
s ∼mZ

↑ ↑
Interferenzen
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POINT 4.

LAKE  GENEVA GENEVA

CERN Prévessin

POINT 6.

POINT 8.

POINT 2.

CERN

SPS

ALEPH

DELPHI

OPAL

LEP

e   Electron 
-

+
e   Positron 

Abb. 4.13 Der LEP Beschleuniger am CERN.
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Abb. 4.14 Ereignisse des ALEPH Experiments bei LEP mit Paaren
von Elektronen, Myonen, τ ’s und Quarks.
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e+e− → Z0 → e+e−

µ+µ−

τ+τ−

νeν̄e

νµν̄µ

ντ ν̄τ

uū

dd̄

ss̄

cc̄

bb̄

}
}
}
}

Leptonenpaare
(einfach)

unsichtbar

2 jets

2 jets + suche nach c, b Zerfällen

Abb. 4.15 Fermion-Antifermion Endzustände in Zerfällen von Z-
Bosonen.

Aufgrund der Form des Z-Propagators ist zu erwarten, dass bei
kleinen

√
s der Photon-Beitrag dominiert, d.h. σ ∼ 1/s. Nahe der Z-

Masse überwiegt der Z-Beitrag, während der reine Photon- Beitrag
nur noch ∼ 1% ausmacht. Bei sehr großen

√
s wird die Z Masse im

Propagator unwichtig und der Wirkungsquerschnitt fällt wiederum
∼ 1/s.

e+

e−

γ
f̄

f

+
e+

e−

Z0
f̄

f

Abb. 4.16
Interferenz von γ und Z0 Aus-
tausch bei der Fermion-Paar-
Produktion in e + e− Kollisio-
nen.

Für den Wirkungsquerschnitt des Prozesses e+e− → Z → µ+µ−

folgt

σe+e−→Z0→µ+µ− =
12πs

m2
Z

ΓeeΓµµ
(s −m2

Z)2 +m2
ZΓ2

Z

(4.20)

Hierbei ist ΓZ die totale Breite des Z (d.h. 1/Lebensdauer), die sich
aus den Partialbreiten ergibt:

ΓZ = 3 ⋅ ΓZ→νν + 3Γee + 3®
Farbe

⋅(3Γdd + 2Γuu
±

top zu schwer

)

Γνν = GFm
3
Z = 167MeV

Γee = ΓZ0→e−Le
+
R
+ ΓZ0→e−Re

+
L
= 4 sin2 θWΓνν = 84MeV

Γdd = 370MeV

Γuu = 287MeV

Es gilt σµµ = σττ . Für e+e− → e+e− verhält sich der WQ aber
anders als z.B. für e+e− → µ+µ−, da weitere Diagramme möglich
sind (Bhabha-Streuung).

e+

e−

γ/Z0 e+

e−

+
e+

e−

γ/Z0

e+

e−

Abb. 4.18
Feynman-Diagramme zur
Bhabha-Streuung.

Genau an der Polstelle bei s =m2
Z folgt aus

σ ∼ 1

(s −m2
Z)2 +m2

ZΓ2

die Relation:

im Peak: σmax =
12π

m2
Z

ΓeeΓff
Γ2
Z
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4.8 Z0-Physik an e+e− Beschleunigern
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Abb. 4.17 Wirkungsquerschnitt für e+e− → Hadronen, von LEP und
älteren Beschleuniger-Experimenten.

Γ2
Z enthält alle Fermionen, auch “unsichtbare” Neutrinos. Daher

kann man auch die Anzahl der unsichtbaren Zerfallsprodukte, der
Neutrinos, messen.

e+e− → qq̄
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Die Daten zeigen:

• Es gibt nur 3 ν-Sorten mit Mν < mZ/2 mit Kopplungen, die
den Standard-Modell Zνν-Kopplungen entsprechen.

• Oft wird das so interpretiert, dass es nur 3 Generationen von
Fermionen gibt. Es kann aber durchaus weitere Neutrino-
Sorten geben, die schwerer als ca. mZ/2 ≈ 45 GeV sind. In

79



4.9 WW Produktion in e+e− Kollisionen

diesem Fall sind auch weitere Generationen von geladenen
Leptonen und Quarks möglich. (siehe auch: Chirale Anoma-
lie).

• Auch jenseits des Standard-Modells kann es nur dann weitere
Teilchen X mit Massen MX < 45 GeV geben, wenn die Kopp-
lungen dieser Teilchen an das Z sehr viel kleiner sind als die
der schwachen WW der bekannten Fermionen.

4.9 WW Produktion in e+e− Kolli-
sionen

Durch Einbau supraleitender Beschleuniger-Elemente wurde die Schwer-
punktsenergie des LEP Beschleunigers auf 160 bis 209 GeV gestei-
gert (LEP-II Phase). Dadurch konnten W - Bosonen paarweise er-
zeugt werden.

e+e− →W +W −

Abb. 4.19 Feynman-Diagramme für e+e− →W +W − Produktion über
γ/Z und Neutrino-Austausch.

Messung der 3-Boson- Kopplung Das erste der gezeigten Feynman-
Diagramme beinhaltet die γWW und die ZWW - Kopplung (triple
gauge coupling). Diese werden im Standard-Modell exakt vorher-
gesagt, d.h.

• DasW ist einfach geladen und hat damit die gleiche Kopplung
an das γ wie ein Elektron.

• DieWWZ Kopplung ist (bis auf Faktoren wie
√

2) die gleiche
Konstante (g) wie die des W an Fermionen, z.B. Weν oder
Wud̄.

Wie man sieht, beschreibt die Summe aus γ, Z und Neutrino-Austausch
die gemessene Rate sehr genau. Dies ist eine sehr wichtige Bestäti-
gung der SU(2)L Symmetrie und des Konzepts der nicht-Abelschen
Eichtheorie.
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4.10 W und Z Produktion in pp̄ Kollisionen
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Abb. 4.20 Links: Theoretischer WW - Wirkungsquerschnitt für ver-
schiedene mW nahe der kinematischen Schwelle,

√
s ≈ 2mW . Rechts: Ge-

messener WQ im Vergleich zur theoretischen Vorhersage für den Wert
von mW , der am Besten zu den Daten passt. Auch gezeigt sind die
theoretischen Wirkungsquerschnitte falls es nur jeweils eines der beiden
Feynman-Diagramme geben sollte.

4.10 W und Z Produktion in pp̄
Kollisionen

In pp̄ Kollisionen werden bei hohem
√
s die W und Z Bosonen mit

sehr hohen Wirkungsquerschnitten produziert. Da aber immer nur
ein Teil der Proton-Energie in die WW eingeht, muss die W und
Z Masse aus den Zerfallsprodukten rekonstruiert werden. Da die
Masse und Wechselwirkungen des Z sich nicht sehr von denen des
W unterscheiden, wird die bekannte Z Masse und die gute Massen-
Rekonstruktion bei Z → e+e− und Z → µ+µ− benutzt, um den De-
tektor zu kalibrieren und so die Messung von mW zu optimieren.
Die mW -Bestimmung erfolgt z.B. über die Verteilung des Trans-

versalimpulses der Leptonen im Zerfall W → µν, W → eν. Genauer
(weil unahängiger von einem möglichen Transversalimuls des W )
ist aber die Messung über die sogenannte “transversale Masse”,

mT (eν)2 = (PT,e + PT,ν)2 − (P⃗T,e + P⃗T,ν)2

Diese Definition ist ähnlich wie die der invarianten Masse (für mas-
selose e,ν gilt z.B. Ee = Pe)

M(eν)2 = (Pe + Pν)2 − (P⃗e + P⃗ν)2

Der Wert von mT liegt immer im Bereich

0 ≤mT (eν) ≤M(eν)

und kann direkt aus dem Elektron und dem fehlenden Transver-
salimpuls im Ereignis berechnet werden. Im Gegensatz zu M(eν)
benötigt man also nicht die (nicht messbare) longitudinalen Im-
pulskomponente des Neutrinos. Die Verteilung zeigt ein klares Ma-
ximum und einen steilen Abfall bei größeren Werten von mT . Die
abfallende Flanke hängt dabei ab
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4.10 W und Z Produktion in pp̄ KollisionenW Transverse Mass Fits

Electron mT Muon mT

• Combined they give a result of

mW = 80417±34(stat)±34(sys) MeV

P(χ2) = 7%

Fits for W Width

Electron mT Muon mT

• Combined they give a result of

ΓW = 2032±71(stat + sys) MeV

P(χ2) = 20%

Abb. 4.21 Links: Transversale Masse MT des W für W → µν vom
CDF Experiment nahe von mW /2. Rechts: Anpassung der Breite des W
bei hohen MT .

• von der experimentellen Auflösung;

• vom Transversal-Impuls des W . Hierfür muss also die PT,W -
Verteilung theoretisch berechnet werden;

• von der Zerfallsbreite ΓW des W .

Berücksichtigt man dies, so kann man diese Breite durch Anpassung
der Vorhersage an die Daten bestimmen.

W-Boson Mass  [GeV]

mW  [GeV]
80 80.2 80.4 80.6

χ2/DoF: 0.9 / 1

TEVATRON 80.420 ± 0.031

LEP2 80.376 ± 0.033

Average 80.399 ± 0.023

NuTeV 80.136 ± 0.084

LEP1/SLD 80.363 ± 0.032

LEP1/SLD/mt 80.365 ± 0.020

July 2010

W-Boson Width  [GeV]

ΓW  [GeV]
2 2.2 2.4

χ2/DoF: 2.4 / 1

TEVATRON 2.046 ± 0.049

LEP2 2.196 ± 0.083

Average 2.085 ± 0.042

pp
−
 indirect 2.141 ± 0.057

LEP1/SLD 2.091 ± 0.003

LEP1/SLD/mt 2.091 ± 0.002

July 2010

Abb. 4.22 Messungen der W -Masse und W -Breite.
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4.10 W und Z Produktion in pp̄ Kollisionen

5 Elektroschwache Symmetrieb-
rechung: Higgs

Die bis hier genannten Konzepte beschreiben alle experimentellen
Befunde zur elektroschwachen Wechselwirkung mit folgenden Aus-
nahmen:

• Die Massen vonW,Z sind nicht null. Ihre Klein-Gordon Glei-
chungen sind aber nicht invariant unter Eichtransformatio-
nen, wenn mW,Z ≠ 0.

• In Theorien, in denen links- und rechtshändige Fermionen un-
terschiedlich wechselwirken, können diese Teilchen keine Mas-
se haben. Tatsächlich haben aber alle Fermionen (Elektron,
Quarks, ...) eine Masse.

Diese Unzulänglichkeiten der Theorie lassen sich mit neuen Sym-
metrien nicht beheben.
Im Standard-Modell wird daher angenommen, dass nur der Grund-

zustand (das Vakuum) die Symmetrie bricht. Dieser Mechanismus
wird spontane Symmetriebrechung genannt. Bei lokalen Eichtheo-
rien entspricht dies dem Higgs-Mechanismus.
Als anschauliches Beispiel für eine spontane Symmetriebrechung

dient ein senkrecht stehender Stab. Dieser Zustand ist invariant un-
ter Rotationen um die Stabachse. Setzt man nun den Stab mit einer
Kraft von oben unter Spannung (Potential), so wird er sich spontan
in eine beliebige Richtung biegen. Für diesen neuen Grundzustand
ist die Symmetrie gebrochen und die Auslenkung des Stabs hat
einen Wert, der von Null verschieden ist.

Ein weiteres Beispiel ist ein Ferromagnet, der zunächst ungeordne-
te Ausrichtungen der Spins enthält. Dieser Zustand hat keine aus-
gezeichnete Richtung, ist also rotationsinvariant. Spontan können
sich jedoch Weis’sche Bezirke ausbilden und damit der Ferroma-
gnet insgesamt seinen Grundzustand ändern, so dass eine von Null
verschiedene Magnetisierung entsteht.
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5.1 Der Higgs-Mechanismus
im Standard-Modell

5.1 Der Higgs-Mechanismus
im Standard-Modell

Im Standard-Modell wird zur Beschreibung der Masse aller Fermio-
nen und der Masse der SU(2)L Eichbosonen ein neues, komplexes
Spin-0 Feld postuliert. Dieses soll ein SU(2)L Doublett sein,

φ = (φ
+

φ0
)

Tatsächlich wurde φ hier so gewählt, dass eine Komponente keine
Ladung hat, so dass später das Vakuum auch elektrisch neutral sein
kann. Dieses Higgs Doublett ist das einzige elementare Spin-0 Feld
im Standard-Modell. Da φ0 und φ+ komplex sein sollen, hat dieses
Doublett 4 Freiheitsgrade,

φ = (φ
+

φ0
) = (φ1 + iφ2

φ3 + iφ4
)

Für Ausdrücke, die symmetrisch in allen vier Komponenten sein
sollen, ist eine einfache Notation z.B.

∣φ∣2 = φ†φ = (φ+,φ0)∗(φ
+

φ0
) = ∣φ+∣2 + ∣φ0∣2 = φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 + φ2
4

(Hier sind + und † zu unterscheiden.) Ein Potential V (φ) wird eben-
falls neu postuliert und nicht wie die anderen Wechselwirkungen
aus einer Eichsymmetrie abgeleitet. Es soll ebenfalls invariant un-
ter Eichtransformationen sein, d.h. invariant unter Änderungen der
komplexen Phase und invariant unter Rotationen zwischen φ+ und
φ0. Das Potential muss daher symmetrisch in allen vier Komponen-
ten sein und kann daher nur von ∣φ∣2 abhängen. Als Ansatz für das
Potential wird gewählt:

V (φ) = µ2 ∣φ∣2 + λ ∣φ∣4

Es gilt:
• µ2 und λ sind neue, reelle Naturkonstanten. µ hat die Dimen-

sion einer Masse. Der ∣φ∣4 Term beinhaltet eine Selbstwechsel-
wirkung des Higgs-Feldes. Dabei muss λ > 0 sein, damit das
Potential im Limes großer Felder ∣φ∣ positiv ist, das Vakuum
also nicht instabil ist.

Frei ist noch das Vorzeichen von µ2. Für µ2 > 0 bleibt der Grundzu-
stand bei ∣φ∣ = 0, die Symmetrie ist nicht spontan gebrochen. Anders
ist es bei µ2 < 0. Die Graphik zeigt das entprechende Potential als
Funktion von zwei der vier Komponenten von φ.
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5.1 Der Higgs-Mechanismus
im Standard-Modell

Das Minimum des Potentials entspricht dem Vakuum. Das Poten-
tial ist nicht minimal bei ∣φ∣ = 0, sondern entwickelt ein Minimum
bei ∣φ∣min = v/

√
2 mit dem Vakuumserwartungswert

v =
√

−µ2

λ

Tatsächlich gibt es ein Kontinuum von entarteten Grundzuständen.
Spontane Symmetriebrechung wird durch die Wahl (Eichung) ei-

nes bestimmten Zustands als Vakuum eingeführt. Da experimentell
das Vakuum natürlich elektrisch neutral ist, wählen wir als Grun-
zustand:

φV ak =
1√
2
(0

v
)

d.h. nur die reelle Komponente φ3 des neutralen Feldes bleibt.
Zur Quantisierung entwickelt man das Potential um das Mini-

mum v,

φ = 1√
2
( 0

v +H(x)
)

Hier stellt H(x) das Feld des physikalischen Higgs-Teilchens dar.
Setzt man dies in das Potential ein, so ergibt sich

V (H) = −µ2H2 + λvH3 + 1

4
λH4

Dies kann wie folgt interpretiert werden:

• Der Term mit H2 beschreibt die Masse des Higgs (vergleiche
mit der Eigenfrequenz eines harmonischen Oszillators):

mH =
√
−2µ2

• Die Terme mit H3 und H4 beschreiben die Selbstwechselwir-
kung des Higgs, also einen 3-er und einen 4-er Vertex.

Eichboson - Higgs Wechselwirkung Die WW zwischen Higgs-
Feld und Eichbosonen ist gegeben durch:

= ∣ (g(T +W + + T −W −)µ + eQAµ + gZZµ)φ∣2 − V (φ)

Da das Higgs elektrisch neutral ist, Qφ = 0, entfallen alle Terme mit
dem Photon Feld Aµ, d.h. das Photon koppelt nicht an das Higgs
und das Photon wird masselos bleiben. Da außerdem bei obiger
Entwicklung φ+ = 0 ist gibt es auch keine Mischterme zwischen W ±

und Z0.

1

4
g2W +W −(v +H)2 + 1

2
g2
Z Z

2(v +H)2 − V (φ)

Die einzelnen Terme können wie folgt interpretiert werden:
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5.2 Fermion-Higgs Kopplung und Fermion-Massen

• 1
4g

2v2W +W − + 1
2g

2
Zv

2ZµZµ

Da g und v konstant sind können die entsprechenden Terme
mit v2 als Massenterme interpretiert werden. Der Zahlenwert
der Massen wird demnach nur von der schwachen Kopplungs-
konstanten und dem Higgs-Potential festgelegt und ist

mW = 1

2
gv mZ = 1

2
v
√
g2 + g′2

• 1
2g

2vW +W −H + 1
4g

2
ZvZZH

Dies sind WW zwischen Higgs undW,Z. Mit den obigen Mas-
sentermen folgt, dass die Kopplungen an das Higgs proportio-
nal zu den W,Z massen sind.

• 1
4g

2W +W −HH + 1
2g

2
ZvZZHH

Dies sind 4-er Vertizes zwischen den Bsonen mit jeweils zwei
Higgs-Teilchen.

• Das Higgs Potential ergibt die Higgs-Masse und Selbstwech-
selwirkungen

mH =
√
−2µ2

Die Masse des Higgs ist also nicht vorhergesagt.

Ausserdem ergibt sich

MZ = 1

2
gZv =

MW

cos θW
v = 246GeV

cos θW = MW

MZ

= 80,4

91,2
tan θW = g

′

g

5.2 Fermion-Higgs Kopplung und
Fermion-Massen

Mit dem Higgs steht ein Doublett zur Verfügung, das mit den
Fermion-Doubletts und Singlettts so verbunden werden kann, dass
das Resultat eichinvariant ist. Für das Beispiel der Quarks der er-
sten Generation und dem Higgs-Doublett φ lässt sich z.B. für das
d-Quark schreiben:

−cd Q̄L φ =
cd√

2
(uL
dL

)
+

( 0

v +H(x)
) = cd v√

2
dL +

cd√
2
dLH

Der erste Term beschreibt die Masse des d-Quarks mit der Masse
des d-Quarks

md = cd
v√
2

• Die Masse der Fermionen wird somit als Kopplungskonstan-
te zwischen Fermionen und Higgs erklärt. Diese Kopplung
selber ist aber nicht vorhergesagt, so dass auch die Massen
unbekannt sind.
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5.3 Eigenschaften des Higgs-Teilchens

• Alle Massen im Standard-Modell skalieren mit dem Vakuu-
merwartungswert des Higgs. Dies ist der einzige Parameter
im SM mit der Dimension [GeV].

• Das Higgs koppelt vornehmlich an die schwersten Teilchen

• Der letzte Term entspricht den Prozessen

dR +H → dL dL → dR +H

Für ähnliche Prozesse mit dem u-Quark wird ein Higgs-Doublett
mit Y = −1 benötigt. Dies lässt sich als ladungskonjugierter Zustand
erzeugen. Für die anderen Quark-Generationen und die Lepton-
Generationen ergeben sich ganz ähnliche Ausdrücke.

5.3 Eigenschaften des Higgs-Teilchens

Higgs Kopplungen

an Fermionen ghff̄ =
mf

v

an Eichbosonen
V =W,Z ghV V =

2m2
V

v

an Eichbosonen ghhV V =
2m2

V

v2

3-Higgs Kopplung ghhh =
3m2

h

v

4-Higgs Kopplung ghhhh =
3m2

h

v2

5.4 Higgs Zerfälle

Das Higgs koppelt an alle Teilchen mit Masse, also an alle Fermio-
nen und die W - und Z-Bosonen. Da die Massen der Teilchen sehr
große Unterschiede aufweisen ergibt sich auch, dass die Kopplungs-
konstanten sehr unterschiedlich sind. Für die möglichen Zerfälle
des Higgs-Teilchens bedeutet dies, dass jeweils der Zerfall in das
schwerste Teilchen überwiegt, in das das Higgs überhaupt zerfal-
len kann, (MH > 2mi). Es überwiegt daher für kleine Higgs-Massen
10 <mH < 130 GeV der Zerfall

H → bb̄
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5.4 Higgs Zerfälle

Higgs Boson Decays 

W+, Z,  t, b, c, !,.........., g,   

W-, Z,  t, b, c, ",.........., g,   

!"

Abb. 5.1 Verzweigungsverhältnisse BRH des Higgs-Bosons im
Standard-Modell als Funktion der Higgs-Masse.

für große mH dagegen die Zerfälle

H →WW, ZZ, tt̄

Für diese 2-Körperzerfälle in reelle Teilchen ergeben sich die Par-
tialbreiten aus den Kopplungen2 und den Phasenräumen.
Die totale Breite spiegelt bei kleinen Massen des Higgs die Pro-

portionalität zu m2
b und MH wieder. Bei MH = 125 GeV ist die

Breite etwa 4 MeV. Rekonstruiert man die Masse des Higgs aus
seinen Zerfallsprodukten, ist daher in diesem Bereich die natürliche
Breite vernachlässigbar klein gegenüber der experimentellen Auflö-
sung.
Ab ca. 160 GeV ergibt sich ein starker Anstieg durch Zerfälle in

W und Z, die bei sehr großen Higgs-Massen zusammen mit Zerfäl-
len in tt̄-Quarks dominieren. Unterhalb der kinematischen Schwelle
(z.B. 160 GeV für H →W +W −) muss zumindest eines der Zerfalls-
produkte virtuell sein. Trotzdem können diese Zerfälle wichtig sein,
wenn die Unterdrückung durch den Propagator des virtuellen Teil-
chen durch die viel größere Kopplung (hier z.B. HWW -Kopplung)
mehr als ausgeglichen wird. Dies ist inbesondere wichtig für Teil-
chen mit großer Breite, also für die Zerfälle

H →WW ∗, ZZ∗, tt̄∗

Da Photonen und Gluonen masselos sind, koppeln sie nicht direkt
an das Higgs-Boson. Trotzdem sind die Zerfälle

H → γγ und H → gg

über Schleifen von Fermionen und Bosonen möglich. In den Schlei-
fen dominieren dann wegen ihrer großen Kopplung an das Higgs die
schwersten Teilchen, t,b,W,Z. Durch die Schleifen sind die Formeln
deutlich komplizierter. Die wesentlichen Abhängigkeiten sind

Γ(H → γγ) ∼ α2GF M
3
H
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Solche Beiträge können dann auch in der Produktion wichtig sein.

Higgs Boson Decays 

W+, Z,  t, b, c, !,.........., g,   

W-, Z,  t, b, c, ",.........., g,   

!"

(+ W-loop contributions)  

Total width 

5.5 Entdeckung des Higgs-Bosons

Innerhalb des Standard-Modells wird der Higgs-Mechanismus ein-
geführt, um die Massen der Eich-BosonenW ± und Z0 und auch die
Massen der Fermionen erklären zu können. Hierfür werden jedoch
relativ viele neue Parameter eingeführt. Entscheidend ist daher der
Nachweis, dass es tatsächlich ein Higgs-Boson gibt. Ziel der LHC-
Experimente war es, im gesamten Massen-Bereich von 100 GeV bis
1 TeV nach dem Higgs-Boson zu suchen.
Im Juli 2012 haben die LHC-Kollaborationen Atlas und CMS

die Entdeckung eines neuen Bosons mit einer Masse von 125 GeV
berichtet, dessen Eigenschaften mit denen des theoretisch vorherge-
sagten Higgs-Teilchens kompatibel ist. Obwohl noch nicht geklärt
ist, ob es sich tatsächlich um das Higgs-Teilchen des Standard-
Modells handelt, werden hier diese Resultate aus dieser Perspektive
zusammengefasst.
Glücklicherweise liegt die Higgs-Masse in einem Bereich, in dem,

zumindest prinzipiell, Higgs-Kopplungen sowohl mit Bosonen als
auch mit Fermionen beobachtet werden können. Nicht beobachtet
werden konnten bisher Zerfälle in Quarks wie z.B.

gg →H → bb̄

Dieser Zerfall hat zwar bei kleinen Massen das höchste Verzwei-
gungsverhältnis aber auch einen viel zu großen Untergrund durch
QCD-Prozesse mit vituellen Quarks oder Gluonen wie gg → bb̄.
Aus ähnlichen Gründen sind auch andere Zerfälle des Higgs in zwei
andere Quarks oder zwei Gluonen nicht beobachtbar.

H→ γγ

Das Signal besteht nur aus zwei Photonen. Dies ist trotz des gerin-
gen Verzweigungsverhältnisses einer der wichtigsten Kanäle für eine
Entdeckung des Higgs bei einer Masse von 125 GeV. Die Gründe
hierfür sind

• die sehr gute Energieauflösung von ca. 1% für Photonen. Dies
führt auch zu einer Massenauflösung für das Higgs-Teilchen
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Figure 13: Expected di-photon invariant mass distribution at √s= 7 TeV for an integrated luminosity of
1 fb−1. The left-hand plot has the signal contribution enhanced by a factor 10.

PYTHIA cross-section 10 TeV (pb) PYTHIA cross-section 7 TeV (pb) Rescaling factor
γγ 9.3×102 7.7×102 0.82
γ j 2.9×105 2.3×105 0.78
j j 1.5×109 1.1×109 0.78

Table 13: Cross-sections at
√s= 10 TeV and at √s= 7 TeV and the rescaling factor from √s= 10 TeV

for each background component.

mH (GeV) 110 115 120 130 140
Expected exclusion 5.8 5.0 4.6 4.4 5.2

Table 14: The mean signal cross-sections, in multiples of the standard model cross-section, that are
expected to be excluded at 95% CLwith an integrated luminosity of 1 fb−1, at√s= 7 TeV using H→ γγ .

7.4 Systematic Uncertainties in H→ γγ

In the di-photon channel, because all background properties will hopefully be estimated from the data in
side-bands, the correlations of systematic uncertainties between signal and background are typically very
small. For this reason signal and background related uncertainties will be treated separately. Systematic
errors are evaluated in this analysis using Monte Carlo toy experiments which are generated and fitted
using different parameterisations of the signal and background shapes or different numbers of events.
Three signal-related sources of systematic uncertainties are considered here by applying the varia-

tion and observing the change in results. The first is the precise knowledge of the mass resolution. In
particular the energy resolution will depend on the absolute calibration of the calorimeter using Z events.
To account for the possibility of having a constant term in the photon energy resolution increased from
0.7% to 1.1%, the limits are extracted using a degraded invariant mass distribution smeared accordingly,
resulting in in a degradation of +0.4 in the expected limit shown in Fig. 14 (top plot). The second is the
uncertainty on the photon reconstruction efficiency (which still needs to be determined from data driven
methods). As the backgrounds are estimated from the data, the systematic uncertainty on the efficiency is

18

ATLAS-CONF-2011-004 
ATLAS CONF-2011-033 

Good agreement 
found between 
data and 
simulation using 
data driven 
methods  

27 

Abb. 5.2 Feynman-Diagramme für Prozesse mit zwei Photonen im
Endzustand aus QED-Prozessen und aus Higgs-Zerfällen.

Abb. 5.3 Ereignisse mit zwei Photonen im Endzustand bei den LHC-
Experimenten Atlas und CMS. Die invariante Masse der Photon-Paare
beträgt in beiden Fällen etwa 125 GeV.

von ebenfalls ca. 1%. Man kann daher nach einer schmalen
Resonanz suchen.

• der Untergrund entsteht durch Photonen aus QED-Prozessen
wie qq̄ → γγ mit einem virtuellen Quark im t-Kanal. Solche
Ereignisse sind im Einzelfall ununterscheidbar, bilden aber
keine Resonanzen, sondern eine kontinuierliche Verteilung in
der invarianten Masse der beiden Photonen. Andere Unter-
grundprozesse, bei denen z.B. Photonen aus π0-Zerfällen ent-
stehen, können weitgehend unterdrückt werden, indem man
fordert, dass die Photonen nicht in der Nähe eines Jets aus an-
deren Hadronen im Detektor nachgewiesen werden, sondern
isoliert sind.

Abb. 5.3 zeigt Ereignisse der Atlas und CMS Experimente mit die-
sem Endzustand8. Abb. 5.8 zeigt die Verteilung der gemessenen Er-
eignisse als Funktion der invarianten MasseMγγ der Photon-Paare.
In beiden Experimenten zeigt sich über dem ansonsten stetig ab-
fallenden Untergrund eine signifikante Anhäufung von Ereignissen
bei etwa Mγγ ≈ 125 GeV. Ermittelt man die Signalstärke aus einer
gemeinsamen Anpassung einer abfallenden Funktion für den Unter-
grund und einer Gauß-Funktion für das Higgs-Signal an die Daten,

8Neben den beiden hochenergetischen Photonen sind jeweils viele niederener-
getische Hadronen (π±, p, ...) und Photonen (aus π0 Zerfällen) zu erken-
nen. Diese entstehen durch weitere Prozesse der starken Wechelwirkung in
der gleichen Proton-Proton-Wechselwirkung (“Underlying Event”) oder aber
Wechselwirkungen anderer Proton-Proton-Paare (“Pile-up”).
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Abb. 5.4 Massenverteilung Mγγ bei den LHC-Experimenten Atlas
und CMS (Daten bis Ende 2012).

so ergibt sich eine Signifikanz des Signals von jeweils mehr als 4 σ.

H→ ZZ∗

Bei hohen Massen MH ≳ 120 GeV ist der Zerfall

H → ZZ∗ → l+l− l′+l′−

in vier geladene Leptonen besonders einfach nachweisbar, insbeson-
dere wenn es sich um e+e− oder µ+µ− handelt. Die Massenauflösung
für das Higgs aus der Summe der vier Leptonimpulse ist dann wie-
der sehr gut.

• Irreduzibel ist der Untergrund durch andere Standard-Modell
Prozesse mit ZZ∗ im Endzustand, z.B. qq̄ → ZZ∗ mit Quarks
im t-Kanal. Allerdings sollte hierdurch dann keine Anhäufung
bei einer bestimmten MZZ∗ Masse auftreten.

• Bei MH < 2MZ ist eines der Z-Bosonen mit großer Wahr-
scheinlichkeit reell, bei MH > 2MZ sind beide Z reell. Da-
her kann man im Bereich um MH = 125 GeV aus zwei der
Leptonen die Masse eines Z rekonstruieren und damit Un-
tergrund bereits sehr gut reduzieren. Der wichtigste reduzi-
ble Untergrund entsteht durch Endzustände Zbb̄ (oder Zcc̄,
...) mit den Zerfällen Z → µ+µ− und b → cµνµ für beide b-
Quarks. Aufgrund der relativ kleinen b-Masse (c-Masse, ...)
werden die Myonen hierbei nahezu parallel zum b-Jet fliegen.
Verlangt man, dass alle vier Myonen im Winkel isoliert von
anderen Teilchen und insbesondere Jets sind, so wird dieser
Untergrund sehr klein.

Abb. 5.6 zeigt Ereignisse der Atlas und CMS Experimente mit die-
sem Endzustand. Die entsprechende 4-Lepton Masse ist in Abb. 5.7
gezeigt. Der Peak bei M4l =MZ entsteht durch die Produktion ein-
zelner Z, also qq̄ → Z → 4l. Die Ereignisse bei M4l > 2MZ gehen
auf die Paarproduktion reeller ZZ-Paare zurück. Wieder zeigt sich
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Z 

Z 

2 4 Signal extraction

Predicted partial widths and branching fractions for Z boson decays to 4e, 4µ, and 2e2µ final
states are summarized in Table 1. The results are obtained at LO using CalcHEP 3.2 [7], which
takes quantum mechanical interferences into account. The partial width for the 2e2µ channel
is different from twice the width in either the 4e or 4µ channel because decays to four leptons
of the same flavour involve additional Feynman diagrams with permutations of same-sign
leptons. We do not have a sufficient number of events to measure the differences between
decay rates for the three four-lepton final states. We therefore measure the overall branching
fraction B(Z → 4�) and assume the 4e, 4µ, and 2e2µ relative branching fractions predicted by
theory (Table 1). The main irreducible background is the process qq̄ → Zγ∗ → 4�, for which
the LO Feynman diagram is shown in Fig. 1 (right). Events are simulated with the next-to-
leading-order generator POWHEG [8]. The effects of multiple pp collisions within each bunch
crossing are taken into account in all simulated samples.

Table 1: Partial widths and branching fractions for Z boson decays to 4e, 4µ, 2e2µ final states
with m�� > 4 GeV for all lepton pairs. The branching fractions are calculated with CalcHEP
3.2 [7] at LO using the total Z boson width Γtot = 2.4952 GeV [9]. Theoretical uncertainties are
smaller than experimental uncertainties and are not shown in the table.

Quantity of interest 4e 4µ 2e2µ 4�
Partial width, Γi (keV) 2.95 2.95 5.21 11.12
Branching fractions, Γi/Γtot 1.18 × 10−6 1.18 × 10−6 2.09 × 10−6 4.45 × 10−6

Relative fractions, fi = Γi/Γ4� 0.2655 0.2655 0.4690 -

4 Signal extraction
The trigger and selection criteria used in this analysis closely follow the H → ZZ → 4� search
by CMS [10]. We use data collected with dielectron and dimuon triggers selecting events with
at least two electrons or two muons with transverse momentum pT > 17 and 8 GeV. To match
the trigger selection, we require that at least two leptons reconstructed offline have pT > 20 and
10 GeV. In this phase-space region, we expect and observe a high trigger efficiency of 96–99%,
depending on the final state.

Muon candidates are reconstructed using two algorithms, one in which tracks in the silicon
strip tracker are matched to hits in the muon detectors, and another in which a combined fit
is performed to signals in both the silicon strip tracker and the muon system [11]. The muon

Figure 1: (Left) Diagram of the Z → 4� process. (Right) Diagram of the Zγ∗ → 4� process for
the irreducible background of Z → 2� production with the initial-state radiation undergoing
an internal conversion γ∗ → 2�. Both Z and γ∗ are present in all propagators. The choice of
propagators shown in the figures corresponds to the dominant contributions in the phase space
80 < m4� < 100 GeV.

Abb. 5.5 Links: Feynman-Diagramm für Higgs-Produktion und Zer-
fall in zwei Z-Bosonen, die wiederum in Leptonen zerfallen. Rechts: Un-
tergrundprozesse mit einem Z-Boson und vier Leptonen im Endzustand.

Abb. 5.6 Ereignisse mit e+e−µ+µ− im Endzustand von Atlas (oben)
und e+e−e+e− von CMS (unten). In beiden Ereignissen beträgt die inva-
riante Masse der 4 Leptonen etwa 125 GeV.
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Abb. 5.7 MassenverteilungM4l bei den LHC-Experimenten Atlas und
CMS (Daten bis ca. Oktober 2012).

in beiden Experimenten eine signifikante Anhäufung von Ereignis-
sen bei etwa M4l ≈ 125 GeV. Die Signalstärke beträgt etwa 4 σ.
Auch in Endzuständen mit anderen ZZ-Zerfällen wird nach Higgs-
Produktion gesucht, z.B.H → ZZ∗ → l+l−νν̄,H → ZZ∗ → l+l−τ+τ−,
oder H → ZZ∗ → l+l−qq̄. Hierfür ist allerdings die Massenauflösung
sehr viel schlechter, so dass die Resultate weniger sensitiv sind.

5.6 Zusammenfassung der Resulta-
te zum Higgs vom LHC

Higgs-Suchen finden in allen möglichen Endzuständen statt und die
Ergebnisse aller Suchen werden statistisch kombiniert. Die Resulta-
te der statistischen Analyse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• DieWahrscheinlichkeit, die beobachteten Ereignisse ohne Higgs-
Boson sondern mit anderen Standard-Modell-Prozessen zu er-
klären, ist nahe MH = 125 GeV am kleinsten und entspricht
einer Fluktuation um ca. 7 σ (Standardabweichungen).

• Die Signalstärke, bestimmt aus der Anzahl der beobachte-
ten Ereignisse, ist im Rahmen von ±20% mit dem Standard-
Modell verträglich. Diese Information stammt bisher domi-
nant von den Endzuständen H → γγ,ZZ. Die anderen Zer-
fallskanäle haben noch viel zu große statistische Fehler.

• Die Beobachtung im γγ Kanal zeigt, dass es sich um ein Boson
mit Spin 0 oder Spin 2 handeln muss.

Im Moment kann die Vermutung nicht wiederlegt werden, dass es
sich um ein Higgs-Teilchen handelt wie im Standard-Modell vor-
hergesagt. Den Spin des neuen Teilchens wird man anhand der
Winkelverteilungen schon bald bestimmen können. Langfristig wird
besonders wichtig sein, ob man die Kopplungen des Higgs sowohl
in Fermionen als auch in Bosonen messen kann, denn deren Vor-
hersagen sind im Standard-Modell unabhängig voneinander. Dies
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teilung Mγγ bei den LHC-Experimenten Atlas und CMS (Stand 2014).

wird voraussichtlich in mehreren Zerfallskanälen mit einer Genau-
igkeit von besser als 10% möglich sein. Da die Rate σprod,f für einen
bestimmten Endzustand f auch vom Produktionsmechanismus ab-
hängt, gilt

σprod,f ∼
Γprod Γf

Γtot
=

Γprod Γf

∑i Γi
Man muss daher versuchen, möglichst viele Produktionsmechanis-
men und Zerfallskanäle zu messen, um alle Größen bestimmen zu
können.
Langfristig ist es wichtig, auch die Selbst-Wechselwirkung des

Higgs zu messen, um sicher zu sein, dass es sich um eine sponta-
ne Symmetriebrechung handelt. Hierfür sind weitaus mehr Daten
erforderlich und letzten Endes ein hochenergetischer e+e− Beschleu-
niger.
Insgesamt ist der Higgs-Mechanismus unbefriedigend, da er nur

die Massen von W und Z erklärt, für den Preis von zwei neuen
Naturkonstanten des Higgs-Potentials. Für die Fermionen braucht
man aber nach wie vor eine Naturkonstante (die Kopplung an das
Higgs oder die Fermionmasse) für jedes Fermion. Dies sind allein
12 neue Naturkonstanten. Außerdem braucht man für die Flavour-
Mischungen der Leptonen und Quarks weitere 8 Naturkonstanten.
Diese 22 Naturkonstanten aus dem Higgs-Sektor sind ein starkes
Argument für die Suche nach einer einfacheren Theorie. Hinzu kom-
men andere Probleme, insbesondere das Hierarchie-Problem des
Standard-Modells.
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6 Flavour und Mischung der
Fermionen

6.1 Übergänge zwischen Quarks ver-
schiedener Generationen

In der bis hier hin eingeführten theoretischen Darstellung der schwa-
chen Wechselwirkung finden Übergänge zwischen Quarks verschie-
dener Flavour ausschliesslich innerhalb der gleichen Generation statt
durch Austausch von W Bosonen. Experimentell beobachtet man
aber nicht solche Prozesse, sondern auch Übergänge zwischen den
Generationen.

1 2 3 (6.1)
d→ uW − (6.2)
s→ uW − (6.3)
c→ dW + c→ sW − (6.4)
b→ uW − b→ cW − (6.5)

(t→ dW +) (t→ sW +) t→ bW + (6.6)

Ein auch historisch wichtiges Beispiel ist der Zerfall einesK0 = (us̄),
bei dem ein s-Quark der 2. Generation mit einem Quark der 1.
Generation reagiert. Ein Beispiel für den Zerfall eines c-Quarks in

u

s̄

W
µ+

νµ

Abb. 6.1
K0 Zerfall.

leichtere Quarks zeigt Abb. C.13.
Natürlich können aufgrund von Energieerhaltung die jeweils leich-

testen Quarks einer Generation, wenn sie einmal produziert worden
sind, nur in Quarks der jeweils leichteren Generationen zerfallen.
Insbesondere findet man, dass die schweren Quarks vornehmlich
innerhalb ihrer eigenen Generation in das jeweils leichtere Quark
zerfallen und mit deutlich kleinerer Wahrscheinlichkeit in die noch
leichteren Quarks der jeweils nächsten oder sogar übernächsten Ge-
neration. Daraus ergibt sich z.B. für das b-Quark, dass die folgende
Kette von Zerfällen am wahrscheinlichsten ist:

b→ c→ s→ u (6.7)

Am Ende dieser Zerfälle bleiben die Quarks der ersten Generation
(u,d) übrig. Auch folgt, dass die Lebensdauer des b-Quarks größer
als die des c-Quarks ist, denn für das b-Quark ist nur ein Zerfall in
Quarks einer anderen Generation möglich. Hadronen aus b-Quarks
und c-Quarks können daher über ihre Lebensdauer relativ gut von
anderen Hadronen unterschieden werden. Einen Sonderfall stellt das b-Quark tagging
top-Quark dar. Hier sind die Zerfälle in b-Quarks

t→ b (6.8)
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Quarks Meson Lebensdauer τ c ⋅ τ
s K− = (sū) 1,24 ⋅ 10−8 s 3,71 m
c D+ = (cd̄) 1,04 ⋅ 10−12 s 0,312 mm
b B− = (bū) 1,64 ⋅ 10−12 s 0,492 mm
t − 4 ⋅ 10−25 s 10−16 m

Tabelle 6.1 Lebensdauer τ einiger Mesonen. Auch angegeben ist cτ
als Maß für die mittlere Fluglänge l = γβcτ bis zum Zerfall. Mit Quark
ist hier das Quark im Meson gemeint, dessen Lebendauer für die Lebens-
dauer des gesamten Mesons am wichtigsten ist. Neben der Lebensdauer
der Quarks spielt auch der Phasenraumfaktor eine große Rolle, siehe
Gl. 2.124 .

so viel häufiger, dass ein direkter Nachweis der Zerfälle t → s, u
bisher noch nicht gelungen ist. Aufgrund der großen Masse des t-
Quarks ist der Phasenraum für den Zerfall sehr groß. Daher ist die
Lebensdauer vermutlich außerordentlich klein und das t-Quark zer-
fällt, bevor es sich mit anderen Quarks zu einem Meson verbinden
kann.
Empirisch kann man die Übergänge zwischen Quarks verschiede-

ner Generationen durch die sogenannte Cabibbo-Kobajashi-Maskawa
Matrix darstellen.CKM-Matrix
Hierfür verändert man den geladenen Strom zwischen z.B. einem

u-Quark und einem d-Quark mit dem W

jµud = u
†
L γ

0γµ dL (6.9)

um einen Faktor Vud zu

jµud = u
†
L γ

0γµ Vud dL
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
d′L

(6.10)

Dies kann man generalisieren auch für die Kopplung zwischen u

d

u

W

gVud

s

u

W

gVus

Abb. 6.2
Vertex mit
CKM-Element

und s,

jµus = u
†
L γ

0γµ Vus sL
²
s′L

(6.11)

Für alle drei Generationen lässt sich dies schreiben als Matrixglei-
chung,

jµus = (u†, c†, t†)
L
γ0γµ

⎛
⎜
⎝

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

d
s
b

⎞
⎟
⎠
L

(6.12)

Dies kann man auffassen als einen Wechsel der Basis der d-artigen
Quarks zwischen

• d,s,b = Masseneigenzuständen

• d′,s′,b′ = Eigenzuständen der schwachen Wechselwirkung
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⎛
⎜
⎝

d′

s′

b′

⎞
⎟
⎠
L

=
⎛
⎜
⎝

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

⎞
⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
VCKM

⎛
⎜
⎝

d
s
b

⎞
⎟
⎠
L

(6.13)

Die einzelnen Elemente der CKM-Matrix treten in den Matrixele-
menten und damit (quadratisch) in den Wahrscheinlichkeiten vie-
ler verschiedener Streuprozessen und Zerfälle auf9. Ausserdem soll-
te diese 3 × 3-Matrix unitär sein, wenn es nur drei komplette Ge-
nerationen von Quarks gibt. Die bisher bestimmten Elemente der
CKM-Matrix stimmen im Rahmen ihrer Fehler mit dieser Annahme
überein. Damit lassen sich auch die bisher nicht direkt gemessenen
Elemente berechnen.

⎛
⎜
⎝

∣Vud∣ ∣Vus∣ ∣Vub∣
∣Vcd∣ ∣Vcs∣ ∣Vcb∣
∣Vtd∣ ∣Vts∣ ∣Vtb∣

⎞
⎟
⎠
≈
⎛
⎜
⎝

0,974 0,225 0,004
0,225 0,973 0,041
0,009 0,040 0,999

⎞
⎟
⎠

(6.15)

Da die Diagonalelemente Vud, Vcs, Vtb ≈ 1 sind, überwiegen Über-
gänge innerhalb der gleichen Generation.

CP-Verletzung: Eine wichtige Eigenschaft der CKM-Matrix ist,
dass sie zwar unitär, aber nicht reell sein muss, sondern die einzel-
nen Elemente auch komplex sein können. Da man komplexe Pha-
sen auch in den Wellenfunktionen der Quarks absorbieren kann,
ergibt sich, dass die CKM-Matrix nur vier freie Naturkonstanten
beinhaltet, drei Mischungswinkel und eine komplexe Phase. Die-
se Phase ist verantwortlich für das Phänomen der CP-Verletzung
der schwachen Wechselwirkung, also der Eigenschaft, dass links-
händige Quarks und rechtshändige Antiquarks nicht genau gleich
an der schwachen Wechselwirkung teilnehmen. Experimentell wird
bei Zerfällen von K0-Mesonen und B0-Mesonen diese Eigenschaft
tatsächlich beobachtet. In der Kosmologie ist allerdings eine deut-
lich größere CP-Verlezung notwendig, um die Asymmetrie zwischen
Materie und Antimaterie zu erklären.

Higgs und Massenmatrix Im Standard-Modell ist die CKM-Matrix
mit dem Higgs-Mechanismus verbunden, denn dieser bestimmt ja
gerade die Masseneigenzustände der Quarks. Man postuliert daher
zusätzlich zum Higgs-Potential sogenannte Yukawa-Potentiale für
die schwachen Eigenzustände der drei Quark-Generationen u′i, d

′
i

(i=1,2,3), mit ū = u†γ0, der Form

V ∼ Y d
ij (ū′i, d̄′i)L ( 0

v +H) d′jR + ... (6.16)

9 Da historisch zunächst nur die Quarks u,d,s bekannt waren, hat man zu-
nächst nur einen Basiswechsel

(
d′

s′
) = (

cos θc sin θc
− sin θc cos θc

) (
d
s
) (6.14)

mit dem sogenannten Cabibbo-Mischungswinkel θc ≈ 13,1o angenommen.
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6.2 Massen und Mischungen der Neutrinos

Die Massen-Matrizen Y d, Y u sind komplexe 3×3 Matrizen im Raum
der Generationen. Mit

Ψ = 1√
2
( 0
v +H) (6.17)

folgen im Allgemeinen als Ausdrücke für die Masse auch gemischte
Terme zwischen den Generationen, so dass die Zustände u′i, d′i kei-
ne Masseneigenzustände sein können. Mit Basistransformationen
für u′iL, u

′
iR, d

′
iL, d

′
iR kann man dann die Massenmatrizen diagonali-

sieren, so dass Massenausdrücke für jedes Quark einzeln entstehen.
Die CKM-Matrix ist dann erklärt als Produkt der Matrizen dieser
Basistransformationen.
Insgesamt benötigt man für die 6 Massen der Quarks und 4 Mi-

schungsparameter der CKM-Matrix also 10 neue Naturkonstanten,
die im Standardmodell nicht abgeleitet werden können.

6.2 Massen undMischungen der Neu-
trinos

Die drei geladenen Leptonen e,µ,τ können experimentell leicht an-
hand ihrer elektromagnetischen Wechselwirkung und ihrer Massen
unterschieden werden. Dies gilt nicht für die drei Neutrino-Sorten.
Man definiert daher die Neutrino-Flavour νe, νµ, ντ als diejenigen
Zustände, die in Reaktionen mit geladenem Strom (W ±) zusam-
men mit den jeweiligen geladenen Leptonen auftreten. Damit sind
νe, νµ, ντ also Eigenzustände der schwachen Wechselwirkung.
Die Massen der Neutrinos sind so klein, dass sie bisher nicht wie

andere Massen direkt aus Energie- und Impulserhaltung gemessen
werden konnten. Die beste Grenze bisher kommt aus dem Tritium-
Zerfall und schränkt die Masse des in diesem Prozess entstehenden
Neutrinos auf < 2 eV ein.
Allerdings ist aufgrund von Experimenten zur Oszillation von

Neutrinos verschiedener Flavour seit Ende der 1990er Jahre be-
kannt, dass Neutrinos eine Masse im Bereich 50meV < mν < 1eV
haben müssen. Man definiert Masseneigenzustände ν1, ν2, ν3 über
die sogennante Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata Matrix,PMNS-Matrix

⎛
⎜
⎝

νe
νµ
ντ

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

Ue1 Ue2 Ue3
Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

ν1

ν2

ν3

⎞
⎟
⎠

(6.18)

Ganz in Analogie zur CKM-Matrix der Quarks ist also beispiels-
weise das Elektronneutrino eine lineare Supersposition der Mas-
seneigenzustände. Wird in einer schwachen Reaktion ein Neutri-
no mit bestimmter Flavour erzeugt, so wird es in der Regel lange
Strecken zurücklegen bis zur nächsten Wechselwirkung. Die Aus-
breitung zwischen Erzeugung und Nachweis wird durch die Massen-
eigenzustände erfolgen, da diese der freien Dirac-Gleichung folgen.
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6.2 Massen und Mischungen der Neutrinos

Abb. 6.3 Neutrino-Massen: Gemessen werden keine absoluten
Neutrino-Massen, sondern nur quadratische Differenzen. Die Zahlenwer-
te hierfür sind δm2 = 8 ⋅ 10−5 eV2 und ∆m2 = 2 ⋅ 10−3 eV2. Daraus ergibt
sich nicht, ob ν3 schwerer (links) oder leichter (rechts) ist als die anderen
Neutrinos.

Da die Differenzen der Neutrinomassen aber klein sind gegenüber
ihrer Energie, überlagern sich die Wellenpakete der unterschiedli-
chen Masseneigenzustände auch nach langen Strecken noch kohä-
rent, so dass Interferenz-Effekte beobachtet werden können.
Als einfaches Beipiel wird hier die Oszillation zwischen νµ und

ντ betrachtet und angenommen, dass nur die Masseneigenzustände
ν2, ν3 signifikant beitragen. Damit ist

(νµ
ντ

) = ( cos Θ23 sin Θ23

− sin Θ23 cos Θ23
)(ν2

ν3
) (6.19)

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine bestimmte erzeugte Neutrino-
Flavour (z.B. νµ) nach einer Strecke L als eine andere Flavour (z.B.
ντ ) nachweisen lässt, ergibt sich zu

P (νµ → ντ) = sin2 (2θ23) ⋅ sin2 (1,267 ⋅ ∣m
2
2 −m2

3∣
eV2

L

km

GeV

E
) (6.20)

Aus verschiedenen Messungen mit Neutrinos aus der Sonne, der
kosmischen Strahlung, Kernreaktoren und hochenergetischen Teil-
chenbeschleunigern ergibt sich, dass die Mischungswinkel relativ
groß sind und die Massen noch nicht eindeutig bestimmt werden
können.

⎛
⎜
⎝

∣Ue1∣ ∣Ue2∣ ∣Ue3∣
∣Uµ1∣ ∣Uµ2∣ ∣Uµ3∣
∣Uτ1∣ ∣Uτ2∣ ∣Uτ3∣

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

0,8 0,5 0,2
0,4 0,6 0,7
0,4 0,6 0,7

⎞
⎟
⎠

(6.21)

Wie bei den Quarks kann auch die PMNS Matrix auf den Higgs-
Mechanismus zurückgeführt werden. Wie bei den Quarks sind für
die Leptonen insgesamt 6 Massen und 4 Mischungsparameter, also
insgesamt 10 weitere Naturkonstanten notwendig, die nicht aus an-
deren Überlegungen im Standardmodell abgeleitet werden können.
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7.1 Quarks und Gluonen

7 Starke Wechselwirkung

7.1 Quarks und Gluonen

Experimentell gibt es durch zahlreiche Messergebnisse Evidenz für
eine innere Struktur der Hadronen und insbesondere der Nukleonen
(Protonen und Neutronen).

• Durch Streuexperimente mit Impulsüberträgen 10 MeV > ∆p >
1 GeV kann man den Formfaktor, d.h. die geometrische Grö-
ße der Kerne und der Protonen und Neutronen messen, siehe
Abschnitt 2.4.2. Das Volumen von Atomkernen nimmt linear
mit der Anzahl der Protonen und Neutronen zu. Dies deutet
auf eine feste geometrische Ausdehnung der Nukleonen mit
einem Radius von ca. 1 fm hin.

• In der tief-inelastischen Elektron-Proton Streuung, e + p →
e+X wird ein Wirkungsquerschnitt gemessen, der nicht dem
einer homogenen, strukturlosen Ladungsverteilung innerhalb
des Protons entspricht, sondern der sich aus der Summe von
Streuprozessen der Elektronen an einzelnen, punktförmigen

Abb. 7.1
Struktur des Protons aus
Quarks und Gluonen.

Ladungsträgern (den Quarks) erklären lässt. Auf diese Art
wurden die Quarks an Experimenten am SLAC entdeckt, sie-
he Abb. 2.11.

• Der totale Wirkungsquerschnitt von Proton-Anti-Proton Kol-
lisionen ist etwa gleich groß wie die daraus berechnete Quer-
schnittsfläche eines Protons von A = π(1fm)2 = 0.31mb und
steigt leicht mit der Schwerpunktsenergie

√
s. Dies ist ca. 106

mal größer als der Wirkungsquerschnitt für e+e− Streuung bei√
s = 1GeV , der zudem mit der Schwerpunktsenergie fällt.

• Durch Streuung mit Photonen oder anderen Hadronen lässt
sich ein Spektrum von angeregten Zuständen der Protonen er-
zeugen, die anschließend wieder in Protonen, Neutronen und
Pionen zerfallen (Abb.2.14).

Das Proton ist also ausgedehnt und damit nicht elementar, son-
dern besteht aus “Partonen”. Die Natur der Partonen ist ebenfalls
bekannt:

• Quarks: In der e+e− Streuung wird die Produktion von “Jets”
von Teilchen beobachtet. In den meisten Fällen entstehen 2
entgegengerichtete Jets gleicher Energie, deren Winkelvertei-
lung gegenüber den einlaufenden Teilchen genau wie bei der
Produktion von µ+µ− ist, also

dσ

dΩ
∼ 1 + cos2 Θ∗
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Abb. 7.2 Totaler Wirkungsquerschnitt als Funktion der Schwerpunkt-
senergie. Oben: pp̄, πp, Kp, Mitte: γp, Unten: γγ (Particle Data Group).

Es ist daher anzunehmen, dass die Jets aus der Produktion
von Spin 1/2 Teilchen, den Quarks, entstehen.

• u und d Quarks Der Aufbau der leichtesten Hadronen lässt
sich mit nur zwei Quark-Sorten erklären, den up und down
Quarks mit den elektrischen Ladungen qu = 2/3 e, qd = −1/3 e.

Baryonen Mesonen
p = (uud) π+ = ud̄
n = (udd) π0 = 1√

2
(uū + dd̄)

0 π− = d̄u

• Gluonen: In der e+e− Streuung werden in typisch 10% der Fäl-
le nicht nur zwei sondern 3 Jets beobachtet, wobei die Winkel-
verteilung der Jets untereinander mit der Erwartung für die
Abstrahlung eines Spin 1 Teilchens (“Gluon”) von einem Spin
1/2 Teilchen (Quark) übereinstimmt. Auf diese Weise wurde
das Gluon am PETRA Beschleuniger bei DESY entdeckt.

• Starke Kopplungskonstante αs: Die Häufigkeit von etwa 10%
dieser 3-Jet Ereignisse deutet auf eine große Kopplungskon-
stante zwischen Quarks und Gluonen hin, αs ≈ 10αem.

Die Natur der Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen hängt,
in Analogie zur elektromagnetischen Wechselwirkung, mit einer er-
haltenen “Ladung der Starken Wechselwirkung”, zusammen:
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7.2 Potential der QCD

• Farbe: Eine der Baryon-Resonanzen, das ∆++, trägt doppelte
elektrische Ladung und Spin 3/2. Es besteht demnach aus 3
u Quarks. Wegen des Pauli-Prinzips können aber identischen
Fermionen nicht im gleichen Zustand sein. Daher müssen die
drei Quarks des ∆++ = (uuu) in drei unterschiedlichen Zustän-
den einer neuen, inneren Quantenzahl, der Farbe, vorkommen
können.

• Das W ± Boson der schwachen Wechselwirkung zerfällt drei-
mal häufiger in Quark-Paare als in Lepton-Paare.

• Das Verhältnis

R = σe
+e−→Hadronen

σe+e−→µ+µ−
,

der Streuung in Hadronen oder Myonen zeigt Resonanzen und
erhöht sich stufenweise um Beträge von

3 ⋅ (2

3
)

2

oder 3 ⋅ (1

3
)

2

Dies deutet auf die paarweise Erzeugung neuer Quarks hin,
e+e− → uū, dd̄, ss̄, cc̄, bb̄ hindeutet.

• Skala der QCD: Die Zerfallsbreite (oder Energieunschärfe =
1/Lebensdauer) der Hadron-Resonanzen beträgt typisch et-
wa 200 MeV. In der gleichen Größenordnung liegt die Masse
des Pions (leichtestes Hadron) und auch 1/Radius des Pro-
tons. Der Wert ΛQCD ≈ 200MeV wird daher als Skala der
QCD bezeichnet. Die Existenz und Größe dieser Skala wird
später aus der Energie-Abhängigkeit von αs und damit dem
Confinement erklärt.

7.2 Potential der QCD

Bei kleinen Energien (oder Impulsüberträgen) kann die durch Gluo-
nen vermittelte starke Wechselwirkung effektiv durch ein Potential
beschrieben werden. Insbesondere gebundene Zustände lassen dabei
Rückschlüsse auf das Potential zu.
Dies ist ganz analog zu verstehen wie bei der elektromagnetischen

Wechselwirkung, bei der das Photonfeld einer elektrischen Ladung
dem Potential entspricht und z.B aus dem Spektrum des Wasser-
stoffs das Coulomb-Potential berechnet werden kann.
Bei der starken Wechselwirkung werden daher besonders die Me-

sonen, also gebundenen qq̄′-Zustände, benutzt, um das QCD-Potential
zwischen zwei Quarks zu ermitteln.
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7.2 Potential der QCD

Abb. 7.3 Vergleich des Massen-Spektrums von Charmonium (cc̄) und
der Energieniveaus von Positronium e + e−.

Man findet bei kleinen Massen, also eng gebundenen Systemen,
ein dem Positronium sehr ähnliches Schema. Damit sollte bei klei-
nen Abständen ein dem Coulomb-Potential ähnliches Potential der
starken Wechselwirkung zugrunde liegen. Die Unterschiede der Ni-
veaus liegen allerdings im Bereich 100 MeV und nicht wie beim
Positronium im eV Bereich. Die Charmonium-Zustände sind also
stark gebunden und geometrisch klein (< 1 fm). Bei den energe-
tisch höheren Niveaus zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen
cc̄ und e+e−. Bei großen Abständen entspricht die Form des QCD-
Potentials also nicht mehr einem 1/r-Verlauf. Aus den Daten folgt
vielmehr ein linear mit dem Abstand anwachsendes Potential, also
eine konstante Kraft. Insgesamt ist damit QCD-Potential zwi-

schen Quarks
VQCD(r) = −4

3

αs
r
+ k r (7.1)

Bei kleinen Abständen überwiegt der 1/r-Term mit der starken
Kopplungskonstate

αs =
g2
s

4π
(7.2)

und dem Faktor 4/3, der sich aus den Farb-Kombinationen der
Quarks ergibt. Bei kleinen Abständen ähnelt das starke Potential
daher dem Coulomb-Potential im Elektromagnetismus. Asympto-
tisch verhalten sich Quarks in diesem Bereich wie freie Teilchen,

r ≪ 1 fm ⇒ asymptotische Freiheit (7.3)

Dagegen überwiegt bei großen Abständen der 2. Term. Die Kon-
stante

k ≈ 1
GeV

fm
(7.4)
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ist sehr groß und führt zu starken Abweichungen vom Coulomb-
Verhalten. Das stetige Anwachsen der zur Vergrößerung des Ab-
stands der Quarks benötigten Energie bedeutet, dass Quarks (ge-
nauer: Farbladungen) scheinbar nicht beliebig weit voneinander ent-
fernt werden können,

r > 1fm ⇒ Confinement (7.5)

Tatsächlich treten aber bereits bei Energien von typisch 100 MeV
neue Effekte auf. Bei der cc̄–Erzeugung als Beispiel bilden sich kei-
ne noch höher-energetische cc̄ Bindungszustände mehr, sondern z.B.
Paare von D0 + D̄0 = (cū) + (uc̄) -Mesonen. Diese sind farbneutral
und können sich beliebig weit voneinander entfernen. Bei noch hö-
heren Energien bilden sich sogenannte Jets aus, d.h. Gruppen von
Hadronen, die in ihrer Summe mehr oder weniger in die gleiche
Richtung und mit der gleichen Energie fliegen wie die erwarteten
cc̄-Quarks.
Diese Interpretation ist keineswegs nur auf c-Quarks beschränkt,

sondern wird auch bei allen anderen Quark-Sorten (außer bei top-
Quarks) beobachtet.

7.3 Fragmentation und Jets

Die Ursache für das Confinement ist die Selbstwechselwirkung der
Quarks. Da Quarks selber Farbe tragen, reagieren sie nicht nur mit
Quarks, sondern auch mit sich selber. Dadurch ändert sich die Form
des Farbfeldes im Vergleich zum Dipol-Feld des Elektromagnetis-
mus. Wenn ein qq̄-Paar mit hoher invarianter Masse erzeugt wird
streben beide Quarks mit hoher kinetischer Energie auseinander.
Zwischen den beiden Quarks bildet sich ein relativ schmalerString-Fragmentation

Abb. 7.4
Farb-String zwischen zwei
Quarks bei großen Ab-
ständen (Skands, hep-ph
1207.2389v1).

Abb. 7.5 Entstehung von Quark-Antiquarkpaaren bei der Hadroni-
sierung (Skands, hep-ph 1207.2389v1).

Farb-Schlauch mit hoher Energiedichte aus. Bei Abständen r > 1 fm
ist es energetisch günstiger, wenn sich zwischen den beiden Quarks
ein weiteres Quark-Antiquarkpaar bildet, so dass die Gesamtlän-
ge der Farbstrings reduziert wird. Vornehmlich werden aus ener-
getischen Gründen Paare leichter Quarks erzeugt werden. Wenn
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7.3 Fragmentation und Jets

genug kinetische Energie vorhanden ist, werden auch die neuen
Farbstrings wieder aufreißen und weitere qq̄ Paare gebildet wer-
den. Die Farbstrings ziehen dabei auch die neu gebildeten Quarks
auseinander, so dass sich in Richtung der ursprünglich erzeugten
Quarks Jets, d.h. Bündel von Hadronen, ausbilden. Je höher die
ursprüngliche Energie ist, um so enger sind diese Bündel und um
so genauer repräsentieren diese Jets die Energien und Impulse der
ursprünglichen Quarks. Diese Prozesse sind statistischer Natur, so
dass die Anzahl der Hadronen in einem Jet und auch ihr jeweiliger
Energie-Anteil am Jet starken statistischen Schwankungen unter-
worfen ist.

Abb. 7.6 Ereignis mit 2 Jets im CMS-Experiment am LHC.

Abb. 7.7 Ereignis mit 3 Jets im CMS-Experiment am LHC.

Eperimentell besteht die Kunst darin, die Gesamtenergie der Jets
zu messen, unabhängig davon, welche und wie viele Teilchen jeweils
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produziert worden sind. Man beobachtet, dass im statistischen Mit-
tel Jets mit einem Impuls von z.B. 100 GeV aus typisch 10 - 20
Hadronen bestehen. Diese Anzahl steigt langsam (logarithmisch)
mit der Jet-Energie. Die Hadronen in den Jets bestehen zu je et-
wa 25% aus π+, π−, π0. Es treten aber auch Mesonen aus schwereren
Quarks auf, und zu einem Anteil von ca. 10% auch (Anti-)Protonen,
(Anti-)Neutronen, andere Baryonen aus 3 Quarks, gelegentlich so-
gar Helium-Kerne.

Auch Gluonen bilden Jets aus, denn aufgrund der Farbladung der
Gluonen bilden sich auch zwischen ihnen sowie zwischen Quarks
und Gluonen ebenfalls Farb-Strings, die dem gleichen Mechanis-
mus der Hadronisierung unterworfen sind. Es ist im Einzelfall in
der Regel nicht möglich zu entscheiden, ob ein Jet auf ein hoch-
energetisches u, d, s-Quark oder ein Gluon zurückgeführt werden
kann, denn die Eigenschaften dieser Jets unterscheiden sich nur ge-
ringfügig. Anders sieht es bei c- und b-Quarks aus, denn diese sind
deutlich schwerer und bilden schwere Hadronen, die einen im Mittel
deutlich höheren Energieanteil am Jet tragen, längere Lebensdau-
ern haben und charakteristisch durch die schwache Wechselwirkung
zerfallen.

7.4 Proton-Struktur

Die innere Struktur der Hadronen und insbesondere des Protons
kann in inelastischen Streuprozessen

ep→ eX, ep→ νX, νp→ eX pp→ Jets (7.6)

untersucht werden. Bei Impulsüberträgen Q2 = −q2 = (e − e′)2 ≫
Abb. 7.8
Faktorisierungs-Theorem der
QCD für pp-Streuung.

1 GeV, weit oberhalb der Bindungsenergien der Quarks im Pro-
ton, können so Wechselwirkungen mit einzelnen Quarks studiert
werden, ohne dass deren Bindung mit den anderen Bestandteilen
des Protons einen großen Einfluss hat. Der Grund hierfür ist das
sogenannte Faktorisierungstheorem der QCD, aufgrund dessen bei
hohen Q2 der Gesamtprozess beschrieben werden kann durch das
Produkt des sogenannten harten Streuprozesses σ̂, der die Reakti-
on einzelner Partonen miteinander beschreibt, multipliziert mit den
Impulsverteilungen der Partonen im Proton.
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Abb. 7.9 Beschreibung der P p̄-Streuung durch Parton-
Impulsverteilungen, den harten Streuprozess, die Abstrahlung weiterer
Gluonen oder Quarks, die Hadronisierung und die Rekonstruktion von
Jets.

Die Impulsverteilungen der Quarks und Gluonen im Proton hängen
dabei vom Auflösungsvermögen Q2 ab, mit dem der harte Streu-
prozess die Quantenfluktuationen im Proton auflöst.
Bei Q2 ≪M2

Z ist der Effekt der schwachen Wechselwirkung noch
klein, so dass in der ep-Streuung die elektrische Ladung der Quarks
oder genauer die Strukturfunktion

F2(x,Q2) = ∑
q=u,d,..,ū,d̄,

e2
q fq(x,Q2) (7.7)

bestimmt werden kann. Hierbei ist x der Impulsbruchteil des jewei-

Abb. 7.10
Feynman-Diagramm zur tief-
inelastischen Streuung.

ligen Quarks, x = Pq/Pp, und fq(x,Q2)dx die Wahrscheinlichkeit,
ein Quark q mit Impulsbruchteil x bis x + dx zu treffen.

Abb. 7.11
Fluktuationen von Quarks
und Gluonen im Proton
(Skands, hep-ph 1207.2389v1)

Abb. 7.12 Schema zum Verständnis der Verteilung der Quarks und
Gluonen im Proton.

Die Quantenzahlen des Protons entsprechen in der Summe denen
von zwei u-Quarks und einem d-Quark. Aufgrund der Quantenfluk-
tuationen misst man aber vor allem bei kleinen Impulsbruchteilen
x und hohem Auflösungsvermögen Q2. Aus den Messungen von F2
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7.4 Proton-Struktur

sowie ähnlichen Observablen in der Neutrino- und pp-Streuung las-
sen sich die einzelnen Quark-Sorten separieren und auch die Gluon-
Dichten berechnen. Das Ergebnis zeigt die erwarteten Verläufe der
Valenzquarks (u,d) und eine sehr hohe Seequark- und Gluon-Dichte.
Dies ist die Ursache für die hohe Rate von Gluon-Prozessen in der
pp-Streuung, die sehr wichtig z.B. für die Higgs-Produktion ist.

Abb. 7.13 Messung der Protonstrukturfunktion F2.
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Abb. 7.14 Parton-Verteilungen im Proton.
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7.5 Farbe und SU(3)C

7.5 Farbe und SU(3)C

Abb. 7.15
Quark-Quark Streuung mit
Farbfluss (Skands, hep-ph
1207.2389v1).

Die Quanten-Chromo-Dynamik (QCD) basiert auf der Symmetrie-
gruppe SU(3), also der unitären Transformationen in drei Dimen-
sionen mit det(U) = +1.
Man betrachtet Quarks mit gleichen Massen aber verschiedenen

Farben r=rot, g=grün, b=blau, und führt diese Zustände als Ba-
sisvektoren im 3-dim Raum der Farb-Zustände ein.

ψr =
⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
, ψb =

⎛
⎜
⎝

0
1
0

⎞
⎟
⎠
, ψg =

⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
.

Die Wechselwirkung soll invariant unter Rotationen im Farb-Raum
sein, so dass die Farben insgesamt erhalten sind. Postuliert man,
dass diese Symmetrie auch lokal gelten soll, so kann man die Ro-
tationen darstellen als unitäre Transformationen, die sowohl die
Komponenten ψr,b,g verändern als auch deren Phasen.

ψ → ψ′ = Uψ.

Hier ist U eine 3 x 3 Matrix im Farbraum, mit U †U = 1, so dass
man U schreiben kann als

ψ′ = eigsαa(x)Taψ.

• gs ist eine reelle Konstante, die starke Kopplungskonstante.

• Die reellen Funktionen αa(x) sollen von Ort und Zeit abhän-
gen, d.h. wie bei der QED fordern wir, dass die Symmetrie
lokal gültig sein soll.

• Die Größen Ta sind linear unabhängige hermitesche 3×3 Ma-
trizen im Farbraum, die man die Generatoren der SU(3)C
nennt (Index C für “Colour”). Die Ta müssen so gewählt wer-
den, dass mit αaTa (Summation über a) jede beliebige Rota-
tion beschrieben werden kann.

Für eine solche 3 × 3 Matrix benötigt man im Allgemeinen 9 relle
Zahlen. Wegen der Bedingung detU = +1 folgt jedoch, dass es für
die SU(3) nur 8 linear unabhängige Ta gibt. Daraus folgt auch die
Existenz von 8 verschiedenen Gluonen10. Aus der Unitarität U † =
U−1 folgt αaTa = α∗aT

†
a . Eine mögliche Darstellung der Generatoren

10Allgemein hat eine SU(N) Gruppe demnach N2 − 1 Generatoren und die
entsprechende Eichtheorie N2 − 1 unterschiedliche Eichbosonen.
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Ta = λa/2 sind die sogenannten λ Matrizen,

λ1 =
⎛
⎜
⎝

0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠

λ2 =
⎛
⎜
⎝

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠

λ3 =
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠

λ4 =
⎛
⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞
⎟
⎠

λ5 =
⎛
⎜
⎝

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

⎞
⎟
⎠

λ6 =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞
⎟
⎠

λ7 =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

⎞
⎟
⎠

λ8 = 1√
3

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞
⎟
⎠

Gluonen trage selber Farbe und Anti-Farbe und es gibt daher 3-
er ud 4-er Vertizes mit Gluonen. Diese Selbstwechselwirkung der
Gluonen ist verantwortlich für

• die große Anzahl von Feynman-Diagrammen für QCD-Prozesse,

• den Anstieg der (renormierten) Kopplung bei großen Abstän-
den zwischen Farbladungen. Dies ist auch der Grund für das
Confinement zwischen den Quarks und Gluonen, also der Be-
obachtung, dass es keine freien Farb-Ladungen sondern nur
freie Farb-Singletts gibt.

Ähnlich wie in der SU(2) lassen sich aus den λ-Matrizen Linear-
kombinationen bilden, die einen bestimmten Farbzustand in einen
anderen transformieren. Z.B. ist

T+ψb =
⎛
⎜
⎝

0 1 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

0
1
0

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
= ψr (7.8)

Das zu T+ gehörige Gluon mit den Farben br̄ vermittelt also eine
Wechselwirkung der Form ψb → ψr + gbr̄. Man findet

T± = 1
2(λ1 ± iλ2) br̄, rb̄ (7.9)

U± = 1
2(λ4 ± iλ5) gr̄, rḡ (7.10)

V± = 1
2(λ6 ± iλ7) bḡ, gb̄ (7.11)

λ3
1√
2
(rr̄ − bb̄) (7.12)

λ8
1√
6
(rr̄ + bb̄ − 2gḡ) (7.13)

Ein farbneutrales Meson ist ein Quark-Antiquark-System mit der
Farbwellenfunktion

rr̄ + bb̄ + gḡ (7.14)

Dieser farbneutrale Zustand ändert sich nicht, wenn man ihn um
eine der Achsen rotiert und damit z.B. die Ersetzung r → b, b→ −r
vornimmt.
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8 Kerne

8.1 Untersuchungsmethoden zur Kern-
physik

Die Eigenschaften der Kerne lassen sich u.a. bestimmen durch:

• elastische Streuexperimente (Rutherford-Streuung) mit Pro-
tonen, leichten Kernen, Elektronen,

• Anregung der Kerne mit γ, Neutronen, Elektronen, u.a.

• inelastische Stöße,

• Erzeugung neuer Kerne durch Fusion leichterer Kerne an Be-
schleunigern

• Messung der Zerfallsprodukte instabiler Kerne in α,β, γ, ...
Zerfällen

• Untersuchung des Quark-Gluon-Plasma

Die Massen der Kerne können zudem in Massenspektrometern mit
Spurkammern vermessen werden. Hinzu kommt die Messung der
Spins der Kerne.

8.2 Eigenschaften der Kerne

8.2.1 Ausdehnung des Kerne
Wie bereits in Abschnitt 2.4.2 beschrieben, kann man aus der Rutherford-
Streuung die geometrische Gestalt der Kerne bestimmen:

• Bei Streuwinkeln nahe 1800 (Rückstreuung) lässt sich der
Kernradius bestimmen, indem die Energie so lange erhöht
wird, bis sich eine Abweichung vom Rutherford-Wirkungs-
querschnitt ergibt. Dies ist der Fall für

Ekin = V (r0) =
e2

4πε0
±
=αem

Z1Z2

r0

= 200 MeV fm

r0

(8.1)

Für das Beispiel α-Gold (Zα = 2, ZAu = 79) wird eine Abwei-
chung beobachtet bei ≈ 25 MeV, was einem Kernradius von

Abb. 8.1
Bestimmung der Kernradien
bei α-Kern-Streuung.

≈ 8 fm entspricht, also ca. ein Faktor 1000 kleiner als ein ty-
pischer Atomradius.
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8.2 Eigenschaften der Kerne

• Die Formfaktoren, d.h. die Abweichung vom Rutherford- oder
Mott-Wirkungsquerschnitt sind die Fourier-Transformierten
der Ladungsverteilungen als Funktion des Abstands vom Kern-
zentrum, siehe Abschnitt 2.4.2,

dσ

dΩ
= dσ

dΩ
∣
Mott

⋅ ∣F (Q2)∣2 (8.2)

Die Form der Ladungsverteilungen der Kerne (vgl. Abbildung 2.12)
kann approximiert werden durch die Saxon-Woods Verteilung

ρ(r) = ρo

1 + e(r−R1/2)/t
(8.3)

Für die Dicke des Randbereichs t und den Radius R1/2, definiert

Abb. 8.2
Saxon-Woods-Potential der
Ladungsverteilung der Kerne.

als Abstand bei halber Ladungsdichte, findet man experimentell

t = 4d ⋅ ln3 = 2,4fm R1/2 = 1,2 fm ⋅A1/3 (8.4)

Die Massendichte der Kerne ist damit extrem groß,

ρ ≈ 0,18Nukleonen/ fm3 ≈ 2 ⋅ 1014g/cm3 (8.5)

Eine konstante Dichte über weite Bereiche der Kerne und der Zu-
sammenhang

R1/2 ∼ A1/3 (8.6)

sind zu erwarten, wenn Kerne dichte Packungen von Nukleonen
sind, d.h. wenn die Nukleonen p,n ausgedehnt und nicht oder kaum
kompressibel sind.

8.2.2 Massen und Bindungsenergien der
Kerne

Als Notation für die Kerne des chemischen Elements X wird ver-
wendet

A = Massenzahl = Z +N (8.7)
A
ZXN mit Z = Kernladung = Anzahl der Protonen(8.8)

N = Anzahl der Neutronen (8.9)
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8.2 Eigenschaften der Kerne

Abb. 8.3 Karte der Nuklide als Funktion der Anzahl der Neutronen
und Protonen.

Isotope: gleiche Z, gleiche
Elemente
Isobare: gleiches A
Isotone: gleiches N
Isomere: metastabile Kerne

Zu erklären ist

• warum Z ≈ N für leichte Elemente,

• warum Z < N für schwere Elemente,

• warum es nur einen schmalen Bereich mit stabilen Kernen
gibt.

Die Massen der Nukleonen und Elektronen sind
Proton mp = 938,272 MeV
Neutron mn = 939,565 MeV
Elektron me = 0,551 MeV

Zur Definition der atomaren Masseneinheit wird ein bestimmtes
Isotop des Kohlenstoffs verwendet:

1u = 1

12
Masse(12

6 C6) = 931,494 MeV = 1,66 ⋅ 10−27kg (8.10)

Die Messung von Massen der Atome durch Massenspektrometer
ist sehr genau, so dass dadurch auf die Bindungsenergie der Kerne
geschlossen werden kann. Die Atommasse ist gegeben durch

MA = Atommasse =̂ Kern+Elektronen+Bindungsenergien
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ganzes Atom

(8.11)

Die Bindungsenergie der Elektronen in der Hülle ist vernachlässig-
bar klein. Daher ist die Bindungsenergie des Kerns

EB =MK −Z ⋅Mp −N ⋅Mn (8.12)

Die Bindungsenergie entspricht also gerade der Massendifferenz zur
gleichen Anzahl Protonen und Neutronen. Genaue Messungen kön-
nen erreicht werden durch die Messung von Atommassen,

EB =MA −Z ⋅MH −N ⋅Mn (8.13)
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Abb. 8.4 Bindungsenergie je Nukleon als Funktion der Massenzahl.

Man findet:

1. Die typische Bindungsenergie je Nukleon ist ca. EB/A ≈ 8 MeV.

2. EB/A wird ≈ konstant für große A. Dies entspricht einer kurz-
reichweitigen Wechselwirkung nur mit nächsten Nachbarn.

3. Es gibt Maxima bei bestimmten A: He, Be, . . .
Helium ist besonders stabil, EB(He) = 29 MeV. Dies deutet
auf quantisierte Energieniveaus hin.

4. Die stabilsten Kerne liegen bei A ≈ 56: Eisen. Dies erlaubt
Energie-Gewinnung durch Kernfusion oder Kernspaltung.

8.3 Kernmodelle

Da es keine Kenntnis über die exakte Form der Nukleon-Nukleon-
Wechselwirkung gibt, sind eine Reihe semiklassischer Modelle ent-
wickelt worden, unter anderem:

• Fermi-Gas Modell (analog zu Elektronen im Metall)

• Tröpfchen-Modell

• Schalen-Modell

8.3.1 Tröpfchen-Modell der Kerne
Die kleine Reichweite der Kräfte im Kern erlaubt eine Analogie zu
den Van-der-Waals Kräften in Flüssigkeiten. C. F. v. Weizsäcker
hat daraus folgend eine Parametrisierung der Bindungsenergien und
Kernmassen entwickelt (1935),

Volumenenergie: WW mit direkten Nachbarn: ∼ A ∼ V
E1 = c1 ⋅A c1 = −15,84MeV
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8.3 Kernmodelle

Oberflächenenergie: an Oberfläche weniger Nachbarn
Oberflächenspannung ∼ R2 ∼ A2/3

E2 = c2A2/3 c2 = +18,33MeV

Coulomb-Energie nur für Protonen, große Reichweite
V (r) ∼ Z(Z−1)

A1/3 WW mit anderen Protonen

E3 = c3
Z(Z−1)

A1/3 c3 = 0,714MeV

Asymmetrie-Energie: n-p Gleichgewicht durch Gleichgewicht des
Fermi-Niveaus von n, p
Ekin(n+p) ∼ NEn

F +Z ⋅Ep
F ∼ N(NV )2/3 +Z( ZN )2/3

Ekin ist minimal für Z = N ←Stabilität
erste Näherung: Ekin ∼ (N −Z)2

E4 = c4
(N−Z)2

4A c4 = 92,8MeV

Paarerzeugungsenergie: jedes Niveau kann durch 2p oder 2n be-
setzt werden, ungerade Anzahlen sind ungünstig

E5 = −c5/
√
A

= 0

= +c5/
√
A } für { (g,g) Kerne

(g,u) und (u,g) Kerne
(u,u) Kerne

(g,u)=̂(gerade #p, ungerade #n)

Abb. 8.5 Beiträge zur Bindungsenergie im Tröpfchenmodell.

Die gesamte Bindungsenergie nach Weizsäcker ist damit

EB = c1A
°

bindend

+ c2A
2/3 + c3

Z(Z − 1)
A1/3

+ c4
(N −Z)2

4A
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

anti−bindend

+ E5 (8.14)

Im allgemeinen ergibt sich eine gute Beschreibung der Bindungs-
energien EB der Kerne. Es gibt jedoch Kerne mit besonders großer
EB für Magische Zahlen

Z = 2,8,20,28,50,82 (8.15)
N = 2,8,20,28,50,82,126 (8.16)
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In Analogie mit der Atomphysik lassen sich besonders stabile Sy-
steme als abgeschlossene Schalen verstehen. Edelgase sind beson-
ders stabil für

Z = 2, 10, 18, 36, 54, 86 Anzahl der Elektronen (8.17)

Dies sind nicht die Zahlen in der Kernphysik, da sich die Potentiale
unterscheiden.

8.3.2 Fermi-Gas-Modell der Kerne
Es wird angenommen, dass Kerne als Fermi-Gase aus unabhängigen
Fermionen, Neutronen und Protonen, beschrieben werden können.
Da Kerne Vielteilchen-Systeme sind, können keine exakten Lösun-
gen berechnet werden. Daher wird für jedes Fermion die Summe
der Wechselwirkungen mit den anderen Fermionen durch einen Po-
tentialtopf genähert,

Abb. 8.6 Potentialtöpfe für einzelne Neutronen (links) und Protonen
(rechts).

• Pauli-Prinzip: 2 Neutronen (Protonen) je Energieniveau.

• Protonen: Die Coulomb-WW im Kern reduziert die Tiefe des
Potentialtopfs. Außerdem ergibt sich ein Potentialwall außer-
halb des Kerns.

• Der flache Boden des Potentialtopfes bedeutet, dass innerhalb
des Kerns freie Nukleonen vorliegen.

• Die Potentialtiefe V0 ≈ −40MeV ist unabhängig von A (Kern-
größe) und damit der Anzahl der Nukleonen (hier Neutronen).

• Die Coulomb-Abstoßung erklärt den Neutronen-Überschuss
im Kern. Gleiche Fermi-Energien EF,Proton ≈ EF,Neutron sind
energetisch am günstigsten. Ansonsten erlaubt es der β-Zerfall
n→ p+e−+ν̄e oder p→ n+e++νe, einen energetisch günstigeren
Zustand zu erreichen.

8.3.3 Schalenmodell
Betrachtet werden Fermi-Gase im Woods-Saxon Potential. Da die
Reichweite der Kernkraft klein ist, sollte das Potential dem Verlauf
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der Ladungsdichte ρ(r) folgen. Zusätzlich nimmt man eine Spin-
Bahn-WW der Nukleonen an, wie in der Atomphysik,

Vls = V 0
ls ⋅ (l⃗s⃗)

Dieser Effekt ist in der Kernphysik deutlich stärker als in der Hülle,
und ähnlich groß wie der Niveau-Abstand Die Lösung der Schrö-
dinger Gleichung mit V = V (r) + Vls liefert eine Erklärung der ma-
gischen Zahlen als gefüllte Niveaus mit großem Abstand zum

Abb. 8.7
Ladungsverteilung.

Abb. 8.8
Potential.

nächsten Niveau. Dieses Modell erklärt auch die Kernspins sowie
die magnetischen Momente. Es kann zusätzlich verfeinert werden
durch Kopplung zwischen Paaren von Nukleonen.

8.4 Kernzerfälle

Kernzerfälle sind spontane Umwandlungen, die normalerweise ohne
äußeren Einfluß ablaufen und auch nicht beeinflusst werden können.
Sie folgen wie die Zerfälle elementarer Teilchen dem Zerfallsgesetz

dN = −N ⋅ λ ⋅ dt ⇒ N = N0e
−t/τ (8.18)

mit der Lebensdauer τ ≡ 1/λ. Die Aktivität eines Stoffes ist die
Anzahl der Zerfälle pro Zeit,

R = λ ⋅N = #Zerfälle
Zeit

(8.19)

Die Aktivität wird in der Einheit Becquerel gemessen

1Bq = 1Zerfall
s

(8.20)

Veraltet ist die Einheit 1 Curie = 3,70 ⋅ 1010Bq.
Kernzerfälle treten in folgenden Formen auf:

Abb. 8.9
Änderung von N und Z durch
verschiedene Zerfälle.

α − Zerfall ∶ A
ZXN → A−4

Z−2YN−2 +4
2 He2 (8.21)

β−Zerfall ∶ A
ZXN → A

Z+1YN−1 + e− + ν̄e(8.22)
n → p + e− + ν̄e (8.23)

β+Zerfall ∶ A
ZXN → A

Z−1YN+1 + e+ + νe(8.24)
p → n + e+ + νe (8.25)

Elektron-Capture ∶ A
ZXN + e− → A

Z−1YN+1 + νe (8.26)
p + e− → n + νe (8.27)

γ − Zerfall angeregter Kerne ∶ X∗ → X + γ (8.28)
Spaltung: X + n → Y +Z + n + . . . (8.29)

8.4.1 α-Zerfall der Kerne
Für schwere Kerne ist die Kernladungszahl sehr groß, so dass sie
aufgrund der Coulomb-WW instabil werden. Energetisch günstiger
ist dann die Abgabe von zwei p und zwei n. Im Kern bildet sich ein
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α-Teilchen, denn Helium hat eine besonders große Bindungsener-
gie. Klassisch ist der α-Zerfall verboten. Quantenmechanisch kann
das α-Teilchen durch den Coulomb-Wall tunneln, wenn der soge-
nannte Q-Wert, d.h. die gesamte freiwerdende kinetische Energie
der Reaktion X → Y + α, positiv ist

Q = (mX −mY −mα) = Ekin,Y +Ekin,α (8.30)

Im CMS System ist P⃗α = −P⃗Y und damit

Abb. 8.10
Tunneleffekt beim α-Zerfall.

Ekin,α
Ekin,Y

≈ p2
α

mα

⋅ mY

p2
Y

= mY

mα

⇒ Ekin,α =
Q

1 + mα
mY

(8.31)

Für schwere Kerne ist allgemein Q ≪ mα,mY , so dass Ekin,Y fast
vernachlässigt werden kann. In jedem Fall ergibt sich aufgrund des
2-Körperzerfalls eine scharfe α-Energie.
Beim Tunneleffekt entspricht die Transmission T der ∣Amplitude∣2

der auslaufenden Welle und die Zerfallskonstante ist

λ ∼ T (8.32)

.

Abb. 8.11
Tunneleffekt bei einem Ka-
stenpotential.

Für einen Tunnelprozess durch ein Kastenpotential ergibt sich für
die einlaufende ebene Welle eine exponentielle Abnahme im verbo-
tenen Bereich

T ∼ e−2b
√

2mα(V −Eα)/h̵2 (8.33)

Für das Coulomb-Potential lässt sich der Gamov-Faktor

T ∼ e−G G = Gamov-Faktor (8.34)

berechnen durch ein Integral über den Potentialwall (Eα
kin = V (R1)),

G = +2

h̵ ∫
R1

R0

√
2mα(V (r) −Eα

kin)/h̵2dr (8.35)

= 2

h̵

√
4mαZe2

4πε0
R1

⎛
⎜
⎝

arccos

√
R0

R1

−

¿
ÁÁÀR0

R1

− R
2
0

R2
1

⎞
⎟
⎠

(8.36)

Mit

Abb. 8.12
Zum Gamov-Faktor beim α-
Zerfall.

Vmax
V (R1)

= R1

R0

>> 1 (8.37)

für schwere Kerne folgt

G ≈ 2

h̵
⋅ 2 ⋅Z ⋅ e2

4πε0

⎛
⎝
π

2

√
2mα

Eα
kin

− 2

√
2mα

Vmax

⎞
⎠
, (8.38)

Für kleine Vmax folgt

λ ∼ econst/
√
Eα
kin (8.39)
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Dies entspricht der empirisch gefundenden Geiger-Nuttall Regel,
aufgrund der die Reichweite (und damit Ekin,α) in einer Nebelkam-
mer mit der Zerfallskonstanten (oder Lebensdauer) eines Isotops
verknüpft ist.

lnλ = −a1
Z√
Ekin,α

+ a2 (8.40)

Die bei einem α-Zerfall frei werdene Energie lässt sich in sog. Term-
schemata darstellen.

Abb. 8.13
Beziehung zwischen Lebens-
dauer und Energie der α-
Teilchen für verschiedene Zer-
fallsketten.

Abb. 8.14
Prinzip des Termschemas für
einen α-Zerfall.

Abb. 8.15 Termschema für Thorium-Zerfälle in angeregte Niveaus
des Radiums mit anschließenden γ-Zerfällen.

8.4.2 β-Zerfälle der Kerne
Der freie β−-Zerfall eines Neutrons

n→ p + e− + ν̄e Lebensdauer τn = 887s (8.41)

ist ein 3-Körperzerfall und zeigt daher kein monochromatisches son-
dern ein kontinuierliches Energiespektrum der e−. Historisch hat die
Entdeckung des kontinuierlichen Energiespektrums zum Postulat
der Existenz von Neutrinos (Pauli 1930) und später zur Entdeckung
der Neutrinos in der Reaktion ν̄ep → e+ + n (und e+ + e− → γγ) ge-
führt (Cowan 1953). Der Wirkungsquerschnitt von Neutrinos im
MeV Bereich ist mit σ ≈ 10−43m2 so klein, dass der Nachweis einzel-
ner Neutrinos nicht möglich ist. Da auch der Rückstoß auf den Kern
zu klein für einen Nachweis ist, kann nur das e+ benutzt werden,
um den Prozess zu verstehen.
Der β− Zerfall ist energetisch erlaubt für Q > 0. Für den Prozess

A
ZXN → A

Z+1YN−1 + e− + ν̄e (8.42)
MA,Z −Zme = MA,Z+1 − (Z + 1)me +me +mν + ∑

Y,e,ν

Ekin

ist daher

Qβ− =MA,Z −MA,Z+1 (8.43)

Analog gilt für den β+-Zerfall
A
ZXN → A

Z−1YN+1 + e+ + νe (8.44)
MA,Z −Zme = MA,Z−1 − (Z − 1)me +me +mν + ∑

Y,e,ν

Ekin
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und daher

Qβ+ =MA,Z −MA,Z−1 − 2me (8.45)

Unter Electron-Capture (EC) versteht man den Einfang eines
Elektrons aus der Hülle durch den Kern mit der anschließenden
Umwandlung

A
ZXN + e− → A

Z−1YN+1 + νe (8.46)
MA,Z −Zme +me + ∣Ee

B ∣ = MA,Z−1 − (Z − 1)me +mν +∑
Y,ν

Ekin

und daher

QEC =MA,Z −MA,Z−1 − ∣Ee
B ∣ (8.47)

Der Einfang des e− erfolgt dominant aus der K-Schale, da die Auf-

Abb. 8.16
Prinzip des Termschemas für
β+-Zerfall.

enthaltswahrscheinlichkeit ΨΨ∗ der Elektronen am Ort des Kerns
r ≈ 0 größer Null ist. Dieser Prozess kann durch zwei verschiedene
Prozesse nachgewiesen werden.

Abb. 8.17 Beispiel für Termschemata für EC und β+ Zerfall (links)
und für β− Zerfall (rechts).

• Sehr schnell erfolgt ein Sprung von Elektronen aus einer hö-
heren Schale in die K-Schale. Die dabei frei werdende Energie
wird in Form von γ-Quanten frei (Röntgen-Fluoreszenz).

• Die frei werdende Energie wird auf ein anderes Elektron in
einer höheren Schale übertragen, und dieses Elektron kann
als freies Elektron nachgewiesen werden (Auger-Elektronen).

Bei allen β-Zerfällen bleibt die Massenzahl unverändert, A = const.
Den Effekt der β-Zerfälle sieht man daher am besten an einem
Isobarenschnitt.
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8.4 Kernzerfälle

Abb. 8.18 Atommassen für einen Isobarenschnitt für (links) ug und
gu Kerne sowie für (rechts) uu und gg Kerne.

Die stabilsten Kerne entlang eines Isobarenschnitts entsprechen den
Kernen mit der kleinsten Atommasse (maximale Bindungsenergie).
Es zeigt sich daher ein Tal der Stabilität.

• Bei ug und gu Kernen gibt es jeweils nur einen stabilen Kern
im Minimum der Atommasse.

• uu-Kerne sind energetisch ungünstiger als gg-Kerne mit glei-
chem A. Es gibt daher keine stabilen uu-Kerne, aber häufig
mehrere stabile gg-Kerne.

Insgesamt ergeben sich für die schwersten Kerne Abfolgen von α
und (zumeist) β− Zerfällen, die dem Tal der Stabilität folgen, bis
ein stabiler Kern erreicht ist.

Abb. 8.19 Beispiel einer Zerfallskette (235U) durch nacheinander ab-
laufende α und β− Zerfälle bis zum Blei.

Die Lebensdauer aufgrund des β-Zerfalls lässt sich durch Fermi’s
goldene Regel ausrechnen (Gl. 2.8),

λ = 2π ∣Mfi∣2 %(E) (8.48)

Der Phasenraumfaktor %(E) wird, under Berücksichtigung der Ener-
gieerhaltung (δ(Ef −Ei)), ein Integral über alle möglichen Impulse
des Elektrons und des Neutrinos im Endzustand beinhalten.

ρ(E) = ∫ δ(Ef −Ei)df (8.49)
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Vernachlässigt man den Rückstoß auf den Kern so ist

df = V
2

h̵2
dp⃗edp⃗ν (8.50)

und

ρ = ∫ δ(E0 −Ee
kin −Eν

kin)p2
eE

2
νdpedEν (8.51)

Nimmt man nun an, dass das Matrixelement kaum von den genauen
Impulsen im Endzustand abhängt und berücksichtigt zusätzlich ei-
ne Korrektur durch die Coulomb-WW zwischen Kern und Elektron
(Fermifunktion F (Z,Ee

kin)), so ist

dN

dpe
= c ⋅ ∣Vfi∣2 F (Z,Ee

kin)(E0 −Ee
kin)p2

e (8.52)

Abb. 8.20 Impulsverteilung (links) und Energieverteilung (rechts) der
Elektronen im β-Zerfall. Aufgrund der Fermi-Funktion ergibt sich eine
im Mittel höhere Energie der β+ im Vergleich zu β−.

Im sogenannten Curie-Diagramm lässt sich bei hohen β-Energien
besonders gut der Effekt einer möglichen Neutrino-Masse ablesen,
denn dieser führt zu einem kleineren Wert der maximalen Elektron-
Energie. Speziell aus dem Tritium-Zerfall (3

1H2) folgt daraus die
bisher beste direkte Grenze für eine Neutrino-Masse,

mνe < 1,4 eV (8.53)

Abb. 8.21 Curie-Diagramm. Bei hohen Energien ist die Verteilung
linear bis auf Effekte durch die Neutrino-Masse.
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8.4.3 γ-Zerfälle und innere Konversion

8.5 Anwendungen der Kernphysik
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9.1 Grenzen des Standard-Modells

9 Kosmologie und Physik jen-
seits des Standard-Modells

9.1 Grenzen des Standard-Modells

Das bis hierher beschriebene Standard-Modell der Teilchenphysik
liefert eine erstaunlich erfolgreiche Beschreibung fast aller in La-
borexperimenten beobachteten Phänomene in der Natur. Dies ist
sicher eine herausragende Errungenschaft der Naturwissenschaften
insgesamt. Darüber hinaus zählen zu seinen Erfolgen aber auch eine
ganze Reihe von echten Vorhersagen, insbesondere die Vorhersagen
fundamentaler Quanten (c, ντ , t,W,Z,H), die Vorhersage der Mas-
sen vonW und Z sowie die Vorhersage der Higgs-Kopplungen durch
die Massen der an das Higgs koppelnden Teilchen.

Forderungen an eine fundamentale Theorie Standard-Modell

Wenige Grundannahmen
√

Kausalität, Raum-Zeit, Quantentheorie

Wenige Naturkonstanten, Teilchen und Kräfte nein
26 freie Parameter (ohne Gravitation);
e, µ, τ, νe, νµ, ντ , u, d, s, c, t, b,W ±, Z, γ, g,H,
dunkle Materie

Vorhersagekraft
√

ντ , t,W,Z, Higgs

gültig in allen Prozessen
in Laborexperimenten

√

im Kosmos nein

gültig bei allen Energien: Extrapolierbarkeit nein
Λ ≳ 1TeV ⇒MHiggs →∞
Hierarchieproblem
Λ ≥ 1019GeV ⇒ Quanten-Gravitation

Erklärung, warum die Natur so ist, wie sie ist nein

Tabelle 9.1 Das Standard-Modell im Vergleich zu Erwartungen an
eine fundamentale Theorie der Natur.

Zu den größten Problemen des Standard-Modells gehören folgen-
de Beobachtungen:

• Die Ladung des d-Quarks (u-Quarks) muss genau 1/3 (-2/3)
der Ladung des Elektrons sein, da sonst einzelne Prozesse eine
unendlich hohe Wahrscheinlichkeit haben müssten.

124



9.1 Grenzen des Standard-Modells

• Um allein die Massen der Fermionen und ihre Mischungen
erklären zu können, müssen 20 neue Naturkonstanten einge-
führt werden. Ein Verständnis dieser Zahlen gibt es bisher
nicht.

• Die Kopplung zwischen Higgs und top-Quark ist so stark, dass
die Masse des Higgs-Teilchens hohe Beiträge durch Quanten-
korrekturen erhält und daher nicht bei der beobachteten Mas-
se von 125 GeV liegen kann. (Hierarchie-Problem)

Hinzu kommt natürlich an vielen Stellen das Argument, dass das
Standard-Modell eine willkürliche Sammlung von Teilchen, Kräften
und Quantenzahlen zu sein scheint, für die es keine Erklärungen
gibt, siehe Tabelle 9.1.
Weitere Argumente für eine Ergänzung des Standard-Modells der

Teilchenphysik stammen aus der beobachtenden Kosmologie, insbe-
sondere die Existenz Dunkler Materie und Dunkler Energie sowie
der Asymmetrie zwischen Materie und Antimaterie, siehe unten.

Erweiterungen des Standard-Modells

• Compositeness bezeichnet Modelle, in denen die bekannten
Leptonen und Quarks nicht elementar sind, sondern aus ande-
ren Quanten bestehen (Preonen). Da der Radius vor allem der
Leptonen sehr klein ist (< 10−19m) und damit entsprechend
der Unschärferelation die Impulse der Preonen sehr groß sein
müssen, sind kleine Leptonmassen aber nicht sehr plausibel.
Eine Ausnahme bildet das top-Quark aufgrund seiner hohen
Masse.

• Technicolor bezeichnet Modelle, bei denen das Higgs nicht
fundamental ist.

• Grand Unification bezeichnet Modelle, in denen die Lepto-
nen und Quarks gemeinsam in Multipletts angeordnet sind.
Dadurch lässt sich die Ladung der Quarks erklären.

• Supersymmetrie bezeichnet Modelle, bei denen eine Spinsym-
metrie angenommen wird, d.h. es gibt nicht nur Elektronen
mit Spin 1/2, sondern auch mit Spin 0. Das ist möglich, wenn
diese Partnerteilchen deutlich schwerer sind als die bekannten
Teilchen.

Die Verbindung von Supersymmetrie und Grand Unification ist
die heute meist diskutierte Erweiterung des Standard-Modells und
kann vermutlich alle Effekte auch in der Kosmologie erklären.
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9.2 Phasen und Phasenübergänge im Kosmos

Abb. 9.1 Phasen und Phasenübergänge im frühen Universum

9.2 Phasen und Phasenübergänge
im Kosmos

Im Rahmen des Standard-Modells der Kosmologie, des sogenann-
ten ΛCDM Models, wird die beobachtete Expansion des jetzigen
Universums auf einen Urknall vor ca. 13,8 ⋅ 109 Jahren zurückge-
führt. Seitdem hat es im Universum eine Abfolge von Phasen ge-
geben, von denen einige in Abb. 9.1 zu sehen sind. Grundlegend
ist dabei die Vorstellung, dass bei den hohen Teilchendichten und
den hohen Temperaturen im frühen Universum (oder auch im In-
nern der Sterne) die Natur durch Quantengase bestimmt ist, wobei
die jeweils bei einer bestimmten Temperatur vorliegenden Quan-
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ten Reaktionen eingehen. Diese Reaktionen sind die gleichen, die
in Experimenten der Kernphysik und Teilchenphysik auf der Erde
untersucht werden können. Aus diesem Grund sind Kosmologie und
Teilchenphysik inzwischen eng verbundene Forschungsgebiete.
Der Zusammenhang zwischen Temperatur und Energie eines ein-

zelnen Freiheitsgrades eines Quants ist einfach

E = 1

2
kb T (9.1)

Daher kann man die Temperatur immer in Einheiten einer Ener-
gie ausdrücken und die Boltzman-Konstante kB in das Planck’sche
System der natürlichen Einheiten aufnehmen, 290 K = 1

40 eV

1 MeV = 1,16 ⋅ 1010K
SI-System: kB = 8,617 ⋅ 10−5 eV

K
(9.2)

natürliche Einheiten: kB = 1 (9.3)

9.3 Kerne im Kosmos

9.3.1 Sterne und die Entstehung der Ele-
mente

Sterne bestehen zu Anfang in der Regel aus Wasserstoff. Bei der
Ballung eines Sterns wird Gravitationsenergie frei und führt zu
einer hohen Temperatur (kinetischen Energie der H-Kerne) und
zu hohem Druck. Unter diesen Bedingungen können die Protonen
der H-Kerne den Coulomb-Wall anderer Protonen durchdringen, so
dass eine Fusion der Protonen zunächst zu Deuterium und dann zu
Helium möglich wird.

• Die Temperatur im Innern der Sonne ist daher abhängig von
der Reichweite der starken WW und der elektrischen Elemen-
tarladung.

Diese Zündung der Kernfusion entsteht bei hohen Temperaturen,
Wasserstoff-Brennen bei ≈ 10 ⋅ 106K

H +H → 2D + e+ + νe
2D +H → 3He + γ

2 3He → 4He + 2H

CNO-Zyklus bei ≈ 15 ⋅ 106K

12C +H → 13N + γ
13N → 13C + e+ + ν

13C +H → 14N
14N +H → 15O

15O → 15N + e+ + ν
15N +H → 12C +4 He
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Sterne sind relativ stabile Objekte, da in ihnen, zumindest über
lange Zeitspannen, ein Gleichgewicht aus Gravitation und Strah-
lungsdruck herrscht. Danach kollabiert der Stern, die freiwerdende
Gravitationsenergie führt zu einem Aufheizen der Hülle, es entseht
ein Roter Riese. Im Zentrum setzt nacheinander He-Brennen, C-
Brennen, O, Si→ Fe ein. Beim Eisen als stabilstem Kern hört die
Kernreaktionen auf, der Stahlungsdruck sinkt, und der Kern kolla-
biert weiter. Die solaren Neutrinos aus solchen Reaktionen wurden
auf der Erde nachgewiesen.

• Für (M < 1,4 ⋅MSonne): Es bildet sich ein Elektronen-Fermi-
Gas, das wegen des Pauli-Prinzips nicht weiter komprimiert
werden kann (weißer Zwergstern).

• Bei höheren Massen kollabiert der Stern bis die Elektronen in
die Kerne gedrückt werden und sich dort Protonen in Neu-
tronen umwandeln,

e−p→ ν + n ≤ 2 − 3 ⋅MSonne

Das Neutronen-Fermi-Gas stoppt den Kollaps und es ver-
bleibt ein Neutronenstern, dessen Dichte ebenso groß ist wie
die in einem Kern.

• Bei noch höheren Massen bildet sich ein schwarzes Loch, bei
dessen Kollaps die äußere Hülle in einer Explosion abgestoßen
wird. Dadurch werden die schweren Elemente bis zum Eisen
frei und bei der Explosion bilden sich durch Kollisionen auch
noch schwerere Kerne. Dies ist die Hauptquelle der schwe-
ren Elemente im Universum. Die bei der Entstehung einer
Supernova freiwerdenden Neutrinos wurden 1987 tatsächlich
beobachtet.

9.3.2 Big Bang Nukleonsynthese
Die Masse der leichten Quarks u,d ist viel kleiner als die Bindungs-
energie des Protons oder Neutrons, so dass die Massendifferenz
mn − mp nur etwa 1 MeV beträgt. Bei hohen Temperaturen, für
t ≈ 3min...20min nach dem Urknall, liegt daher ein thermisches
Gleichgewicht zwischen p und n vor, so dass für die Anzahldichten
#n,#p

#n

#p
≈ e−

mn −mp

kbT
(9.4)

gilt. Für kb ≫ mn − mp ist daher #n ≈ #p. Für kbT ≈ 0,8 MeV
ist #n

#p =
1
6 . Dieses Verhältnis hat sich durch n-Zerfälle sowie durch

Gleichgewichtsprozesse

kT ≈ 0,1MeV p + n↔ d + γ (9.5)

auf #n
#p ≈

1
7 geändert. Da Helium 4

2He2 zwei Neutronen enthält, ist

#He

#n
= 1

2
⇒ He

p + n
=

1
2n

p + n
=

1
2n/p

1 + n/p
≈ 0,06 (9.6)
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9.4 Teilchen-Epochen im frühen Universum

Dies entspricht fast dem beobachteten Wert im Kosmos von 0,08.
Der Unterschied ergibt sich aus der Produktion von He durch Ster-
ne.

9.4 Teilchen-Epochen im frühen Uni-
versum

Hadron-Epoche Bei 10−6s < t < 1s nach dem Urknall existier-
te ein sogenanntes Quark-Gluon-Plasma, denn bei Temperatuen
T > 200 MeV und Dichten von mehr als 2,5 GeV/ fm können Quarks
und Gluonen als asymptotisch frei angesehen werden. Die starke
WW dominiert dann das Universum. Bei weiterer Expansion und
Abkühlung gehen die Quarks und Gluonen dann in Hadronen über.
Dieser Prozess wird auch in Teilchenreaktionen beobachtet. Das
Phasendiagramm des Quark-Gluon Plasmas wird experimentell in
Kollisionen schwerer Ionen an Beschleunigern untersucht, bei denen
in etwa vergleichbare Konditionen herrschen. Am Ende dieser Pha-
se ist die Dichte so gering, dass Neutrinos aus dem Gleichgewicht
auskoppeln. Diese Neutrinos sind heute sehr niederenergetisch und
konnten daher bisher nicht nachgewiesen werden.

Abb. 9.2 Schema einer Schwerionen-Kollision.

Lepton-Epoche Am Ende der Hadron-Epoche vernichten sich die
meisten Hadronen und Antihadronen gegenseitig, so dass bis et-
wa 10 s nach dem Urknall Leptonen dominieren. Am Ende dieser
Epoche ist die Temperatur so gering, dass Antileptonen nur noch
selten erzeugt werden. Leptonen und Antileptonen vernichten sich
gegenseitig und die Lepton-Anzahl sinkt drastisch. Nur die heute
beobachteten Elektronen verbleiben.
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9.5 Dunkle Materie und Dunkle Energie

Photon-Epoche Nach der Lepton-Epoche wird die Energiedichte
des Universums durch Photonen dominiert, bis etwa 380000 Jahre
nach dem Urknall. In diese Zeit fällt auch die Nukleonsynthese.

Materie-dominierte Epoche Etwa 70000 Jahre nach dem Urknall
sind die Energiedichten der Atomkerne und der Photonen gleich
groß. Anschließend überwiegt die Dichte der Materie, allerdings
nicht nur in Form der bekannten Atomkerne, sondern auch in Form
der sogenannten kalten dunklen Materie.

Kosmische Hintergrundstrahlung Etwa 377000 Jahre nach dem
Urknall ist die Temperatur und Dichte so klein, dass Bindungen
zwischen Atomkernen und Elektronen nicht mehr aufgebrochen wer-
den. Es bilden sich Atome. Da damit das Universum plötzlich elek-
trisch neutral ist, wird es für Licht transparent, d.h. die Photonen
entkoppeln von der Materie. Die verbleibende Photonstrahlung ent-
spricht jetzt einer Temperatur von 2,7K und ihre Messung liefert
heute ein sehr genaues Bild der Homogenität des damaligen Uni-
versums und auch kleiner Fluktuationen dieser Homogenität, aus
denen sich dann durch Gravitation die heutige großräumige Ver-
teilung der Galaxien und Galaxie-Clustern gebildet hat. Hierfür ist
allerdings außer der bekannten Materie eine weitere Komponente
notwendig, die sogenannte kalte dunkle Materie.

9.5 Dunkle Materie und Dunkle Ener-
gie

In Galaxien, Galaxienhaufen und auch auf noch viel größeren Län-
genskalen treten Effekte auf, die im kosmologischen Standard-Modell
nur mit mindestens zwei zusätzlichen Beiträgen zur Energiedichte
des Universums werden können. Für diese kennen wir allerdings in
der Teilchenphysik keine Kandidaten, so dass dies ein fundamen-
tales Problem der Verbindung von Kosmologie und Teilchenphysik
darstellt.

Dunkle Materie Zu den Evidenzen für dunkle Materie zählen unter
anderem

• Aus der Rotationsgeschwindigkeit von Spiralgalaxien ergibt
sich, dass die meiste Energie der Galaxien nicht in Form der
sichtbaren Atome/Sterne vorliegt, sondern über einen viel
größeren Raumbereich (Halo) verteilt ist. Diese dunkle Mate-
rie muss daher elektrisch neutral sein und kann nicht durch
starke WW in Protonen und Neutronen gebunden sein. Die
gleiche Schlussfolgerung ergibt sich auch aus Messungen zur
Ablenkung des Lichts entfernter Quellen an Galaxien (Gravi-
tationslinsen).
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• Bei der Kollision von Galaxiehaufen sieht man, dass die dunkle
Materiekomponente anders als Gas kaum beeinflusst wird. Sie
kann daher nur sehr schwach wechselwirken.

• Die Strukturverteilung der Galaxiehaufen im Universum braucht
zusätzliche Beiträge zur Schwerkraft, die aus Objekten beste-
hen muss, die sich nicht relativistisch schnell bewegen dürfen.
Die dunkle Materie muss also kalt sein.

In der Teilchenphysik ergibt sich daraus als einfachste Möglichkeit,
dass es neue Teilchen geben muss, die relativ schwer sind und nur
schwach wechselwirken. Überraschenderweise erfüllen Teilchen na-
he der elektroschwachen Skala (100 GeV), die nur der bekannten
schwachen WW unterliegen, die Bedingung, dass sie in hinreichen-
der Anzahl aus dem Urknall ausgefroren sein können, um die jetzi-
ge Menge der dunklen Materie zu erklären. Allerdings gibt es keine

Abb. 9.3Teilchen im Standard-Modell, die stabil sind und diese Bedingungen
erfüllen. Das Standard-Modell muss daher erweitert oder verändert
werden.

Dunkle Energie Die beobachtete beschleunigte Expansion des Uni-
versums kann in Einsteins allgemeiner Gravitationstheorie durch
eine sogenannte kosmologische Konstante erklärt werden. Dieser
heute Dunkle Energie genannte Effekt hat bisher keine Erklärung.
Ein möglicher Zusammenhang mit einem skalaren Feld ähnlich dem
Higgs-Feld, das auch die Inflationsphase im Universum verursacht,
ist bisher spekulativ.
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A Natürliche Einheiten

In der klassischen Physik sind Prozesse langsam und makrosko-
pisch, so dass die SI-Einheiten

kg, m, s

praktisch sind. Für relativistische und quantenmechanische Prozes-
se in der Teilchenphysik und Kernphysik ist das aber keine günstige
Wahl. Max Planck erkannte als erster, dass sich alle anderen Ein-
heiten auf eine einzige Einheit zurückführen lassen, wenn man Re-
lativitätstheorie und Quantentheorie als gegeben annimmt. Dieses
“natürliche Einheitensystem” (oder “Planck’sche Einheitensystem”)
ist heute Standard. Die SI Einheiten sind historisch willkürlich ge-
wählt worden und erfordern daher in den Naturgesetzen zusätzliche
Konstanten, deren Zahlenwerte willkürliche sind:

h̵SI = 6,58211889 ⋅ 10−22 MeV s (A.1)
cSI = 299792458 m/s (A.2)

(h̵ c)SI = 197,3269602 MeV fm (A.3)
ε0SI = 8,854187817 ⋅ 10−34 Cb2/(Jm) (A.4)

GNSI = 6,673 ⋅ 10−11 m3kg−1s−2 (A.5)

Man kann alle diese Konstanten vermeiden, indem man nur eine
einzige Einheit verwendet und alle Zahlenwerte zu 1 setzt.

h̵ = 1 c = 1 ε0 = 1 GN = 1 (A.6)

• Energie: Die Basiseinheit sei 1 eV (oder MeV, GeV) als Einheit
der Energie.

• Masse und Impuls: Mit c = 1 folgt aus der relativistischen
Beziehung

E2 =m2c4 + P⃗ 2c2

dass Energien, Massen und Impulse alle die Dimension der
Energie haben.

[Energie] = [Impuls] = [Masse] = GeV (A.7)

• Zeit: Mit h̵ = 1 lautet z.B. die Unschärferelation

∆E ⋅∆t ≥ 1

Zeiten haben also offenbar die Dimension [Zeit] = GeV−1.

• Länge: Mit c = 1 haben Zeit und Länge die gleiche Dimension,
also

[Zeit] = [Länge] = GeV−1 (A.8)
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• Geschwindigkeiten β sind dimensionslos.

• Drehimpuls und Spin: Mit h̵ = 1 sind Drehimpulse in der
Quantenmechanik nur noch Zahlen, S = 0, 1/2, 1, 3/2, ...

Dies macht viele Formeln viel übersichtlicher. Für die Berechnung
experimenteller Ergebnisse muss von diesem natürlichen Einheiten-
system in SI Einheiten (m, kg, s) umgerechnet werden. Dies ist im-
mer möglich durch einfache Dimensionsbetrachtungen. Praktische
Zahlenwerte der Umrechnungsfaktoren hierfür sind

cSI ≈ 30
cm

ns
(h̵ c)SI ≈ 200 MeV fm (A.9)

Beispiel Länge x = 1 MeV−1:

→ xSI = x ⋅
(h̵ c)SI
h̵ c

= 1 MeV−1 200 MeV fm

1
= 200 fm

Beispiel Zeit t = 1 MeV−1:

→ tSI = t ⋅ h̵ = 6,6 ⋅ 10−22 s

Die Feinstrukturkonstante ist dimensionslos und damit in SI- und
natürlichen Einheiten gleich. Aus der Messung der Feinstruktur-
konstante in der Atomphysik

αem = e2

4π ε0 h̵ c
≈ 1

137,036

folgt in natürlichen Einheiten (ε0 = 1, h̵c = 1) für die Elementarla-
dung

αem = e2

4π
, e ≈ 0,303 (A.10)

Die Elementarladung ist also in natürlichen Einheiten dimensions-
los und von der Größenordnung 1.
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B Relativistische Kinematik

B.1 4-er Vektoren und
Lorentz-Transformation

Aus der experimentellen Beobachtung, dass die Lichtgeschwindig-
keit in verschiedenen Inertialsystemen gleich ist, und der theoreti-
schen Beobachtung, dass die Maxwellgleichungen ihre Form unter
Lorentztransformationen nicht ändern, hat Einstein die spezielle
Relativitätstheorie entwickelt. Sie basiert auf der Forderung, dass
alle Inertialsysteme S gleichberechtigt sind:

• Die Naturgesetze (Maxwell-Gl., ...) haben in allen Inertialsy-
stemen die gleiche Form.

• Die Naturkonstanten (c, h̵, ...) haben in allen Inertialsystemen
die gleichen Zahlenwerte.

Hieraus allein folgen Zeitdilatation und Längenkontraktion sowie
die Formeln für die Lorentz-Tranformationen. Da Ort- und Zeit-
Koordinaten gleichermaßen transformiert werden müssen, ist die
einfachste Notation die der Vierervektoren im Minkowski-Raum:

x =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

ct
x
y
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(B.1)

Die Zeit wird hier mit der Lichtgeschwindigkeit c multipliziert, da-
mit aller Komponenten des Vierervektors die Dimension einer Län-
ge haben. In natürlichen Einheiten wird c = 1 gesetzt, also: Notation:

4-er Vektor: x
3-er Vektor: x⃗
Betrag des 3-er Vektors: ∣x⃗∣.

x =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

t
x
y
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= (t

x⃗
) (B.2)

Die “0-te” Komponente11 des 4-er Vektors ist die Zeit, x0 = t. Lor-
entztransformationen erlauben die Umrechnung von beliebigen 4-er
Vektoren zwischen verschiedenen Inertialsystemen. Aus Sicht eines
Systems S′, dass sich mit Geschwindigkeit βs = vs/c < 1 und

γs =
1√

1 − β2
s

11In älteren Büchern wird oft die Zeit als 4-ter Komponente eingeführt.
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in x-Richtung bewegt, gilt (wenn der Ursprung von S und S′ zur
Zeit t = 0, t′ = 0 übereinander liegt):

⎛
⎜⎜⎜
⎝

t′

x′

y′

z′

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

γs −γsβs 0 0
−γsβs γs 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Λ

⎛
⎜⎜⎜
⎝

t
x
y
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

γst − γsβsx
γsx − γsβst

y
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(B.3)

also
x′ = Λx

mit der 4 × 4 Matrix Λ.
Das Skalarprodukt zweier 4-er VektorenLorentz-invariantes

Skalarprodukt
a = (ta, xa, ya, za) , b = (tb, xb, yb, zb)

ist definiert als12

a b = tatb − xaxb − yayb − zazb (B.5)

oder

a b = tatb − a⃗ b⃗ (B.6)

Aufgabe B.1: Zeigen Sie, dass Skalarprodukte von
Vierervektoren Lorentz-invariant sind,

a′ b′ = a b (B.7)

Die Norm eines Vierervektors ist sein eigenes Skalarprodukt,

aa = a2 = t2a − a⃗2

Sie kann positiv, null oder negativ sein. Man unterscheidet daher

Zeit-artige 4-er Vektoren a2 > 0 (B.8)
Licht-artige 4-er Vektoren a2 = 0 (B.9)
Raum-artige 4-er Vektoren a2 < 0 (B.10)

12 Wir verwenden auch im Folgenden immer die weit verbreitete +−−− Vorzei-
chenkonvention für die Definition des Skalarprodukts. In älteren Büchern
wird manchmal auch − + ++ benutzt. Praktisch ist auch die Schreibweise
mit dem “Metrischen Tensor” g

a b = aT g b = (ta, xa, ya, za)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

tb
xb
yb
zb

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(B.4)

Eine weitere Alternative ist die Verwendung von kovarianten

aµ = (ta,xa,ya,za)

und kontravarianten
aµ = (ta, − xa, − ya, − za)

4-er Vektoren, so dass mit der Einsteinschen Summenkonvention das Ska-
larprodukt einfach gleich ab = aµbµ ist.
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B.2 4-er Impulse

Ähnlich wie im normalen 3-dim Raum sollte es auch in der 4-dim
Raum-Zeit einen 4-er Impuls geben. Zur Ableitung betrachten wir
ein Teilchen mit Koordinaten (t,x⃗), Geschwindigkeit β und Lor-
entzfaktor γ,

β⃗ = dx⃗
dt

γ = 1√
1 − β⃗2

Ein kleines Linienelement ist dann

(ds)2 = (dt)2 − (dx⃗)2 = (dt)2 (1 − β⃗2) = (dt)2 / γ2

In seinem eigenen Ruhesystem sind die Koordinaten (τ,x⃗′) mit

Abb. B.1
Linienelement eines Teilchens
mit β ≠ 0.

Abb. B.2
Linienelement eines Teilchens
in seinem eigenen Ruhesy-
stem.

der Eigenzeit τ und Position x⃗′ = const. In diesem System ist das
Linienelement

(ds′)2 = (dτ)2

Aus der Lorentz-Invarianz des Linienelements folgt:

(ds′)2 = (ds)2 (B.11)
(dτ)2 = (dt)2 / γ2 (B.12)

Der 4-er Impuls wird definiert als

p = (E
P⃗
) =m dx

dτ
(B.13)

Die 0-te Komponente, p0 = E, (die Zeit-artige Komponente) wird
Energie genannt. Die Masse13 m und Eigenzeit sind unabhängig
von der Wahl des Koordinatensystems. Damit ist

p =m dx

dτ
=m d

dτ
(t
x⃗
) =m( γ

dx⃗
dt

dt
dτ

) =m( γ

β⃗ γ
) (B.14)

Damit folgt:

E = γm P⃗ = γ β⃗ m β⃗ = P⃗
E

(B.15)

Die Norm des 4-er Impulsvektors

p2 = E2 − P⃗ 2 = γ2 (1 − β2)m2 =m2 (B.16)

ist die Masse2 und damit tatsächlich Lorentz-invariant. Damit ist
die relativistische Beziehung zwischen Energie, Impuls und Masse
(Dispersionsbeziehung)14:

p2 = E2 − P⃗ 2 =m2 (B.17)

13Mit Masse ist immer die Ruhemasse gemeint.
14Setzt man c explizit ein entspricht dies E2 − p⃗2 c2 =m2 c4.
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Die kinetische Energie ist definiert als

Ekin = E −m = (γ − 1)m (B.18)

Im Ruhesystem eines Teilchen is P⃗ = 0, so dass E = m. Damit
lassen sich folgende kinematischen Grenzfälle für Teilchenimpulse
unterscheiden:

ruhend: β = 0 γ = 1 P⃗ = 0 E =m
langsam: β ≪ 1 γ ≳ 1 ∣P⃗ ∣ ≪m E =m + 1

2mβ
2 + . . . β4 + . . .

ultrarelativ.: β ≲ 1 γ ≫ 1 ∣P⃗ ∣ ≫m E ≈ ∣P⃗ ∣
Masse-los: β = 1 γ =∞ ∣P⃗ ∣ = E

Aufgabe B.2: Berechnen Sie für ein langsames Teil-
chen (β ≪ 1) die ersten Terme der Taylor-Entwicklung
für E = γm bis zur Potenz β4.

Die Lorentz-Transformation eines 4-er Impulses erfolgt wie bei an-
deren 4-er Vektoren auch (wie in Gl. B.3 auch hier in x-Richtung):

p′ = Λp

⎛
⎜⎜⎜
⎝

E′

P ′
x

P ′
y

P ′
z

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

γs −γsβs
−γsβs γs

1
1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

E
Px
Py
Pz

⎞
⎟⎟⎟
⎠
=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

γsE − γs βsPx
γsPx − γs βsE

Py
Pz

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Aufgabe B.3: In einem Inertialsystem S habe ein
Teilchen die Geschwindigkeit β⃗ = (0,0,β). Wie lautet
die Lorentztransformation in das Ruhesystem S∗ des
Teilchens?

Aufgabe B.4: Zeigen Sie, dass aus β⃗ = P⃗ /E und β′x =
P ′
x /E′ das Additionstheorem für Geschwindigkeiten

folgt:

β′x =
βx − βs
1 − βxβs

B.3 Mehr-Teilchen Systeme

Gegeben sei ein System aus mehreren Teilchen i mit Massen mi

und 4-er Impulsen pi = (Ei,P⃗i). Der gesamte 4-er Impuls ist dann

p = (E
P⃗
) = p1 + p2 + ... (B.19)
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Im Schwerpunktsystem der Teilchen gilt P⃗ ∗ = ∑i P⃗ ∗
i = 0, so dass

(p∗)2 = (E∗)2 − (P⃗ ∗)2 = (E∗
1 +E∗

2 + ...)2 (B.20)

Die so definierte Schwerpunktsenergie des Teilchen-Systems

ECMS =
√

(p∗)2 = E∗
1 +E∗

2 + ... (B.21)

wird auch die “invariante Masse” des Teilchen-Systems genannt,
denn sie ist das Quadrat eines 4-er Vektors und damit Lorentz-
invariant. Verwendet wird oft auch die Abkürzung Invariante Masse

√
s = ECMS =

√
p2 (B.22)

Wegen der Lorentz-invarianz von p2 lässt sich die Schwerpunkts-
energie in einem beliebigen Inertialsystem berechnen, ohne explizit
eine Lorentz-Transformation ausführen zu mussen. Für zwei Teil-
chen ist

s = (p1 + p2)2 = p2
1 + p2

2 + 2p1 p2 (B.23)

Damit folgt

s = (p1 + p2)2 =m2
1 +m2

2 + 2(E1E2 − P⃗1P⃗2) (B.24)

oder auch

s = (p1 + p2)2 = (E1 +E2)2 − (P⃗1 + P⃗2)2 (B.25)

Beispiel: Streuung an einem ruhende Teilchen

p1 = (E1

P⃗1
) p2 = (m2

0
)

s = E2
CMS = (p1 + p2)2 =m2

1 +m2
2 + 2E1m2

Die Schwerpunktsenergie steigt hier also nur langsam mit der Teil-
chenenergie,

ECMS ∼
√
E1 (B.26)

Beispiel: Kollision von zwei Teilchen mit gleichem Impuls

p1 = (E1

P⃗1
) p2 = (E2

P⃗2
) = ( E2

−P⃗1
)

Im CMS-System gilt P⃗1 + P⃗2 = 0, so dass sich eine lineare Abhän-
gigkeit mit der Energie ergibt,

ECMS = E1 +E2 (B.27)

Hochenergie-Experimente werden daher bevorzugt an Kollidern mit
entgegengesetzt laufenden Teilchen durchgeführt, so dass das Schwer-
punktssytem das Laborsystem ist.
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Beispiel: Ultra-relativistische Kollision

E1 ≈ ∣P⃗1∣ E2 ≈ ∣P⃗2∣ P⃗1 P⃗2 = − ∣P⃗1∣ ∣P⃗2∣

und damit

ECMS ≈
√

4E1E2 (B.28)

Beim HERA Elektron-Proton-Kollider mit Ee = 27,5 GeV und Ep =
920 GeV ergibt sich ECMS = 318 GeV.

B.4 Zwei-Körper-Zerfall

Für den Zerfall a→ b c gilt Energie und Impuls-Erhaltung,

pa = pb + pc (Ea
P⃗a

) = (Eb +Ec
P⃗b + P⃗c

)

Die Masse von Teilchen a ist daher die Schwerpunktsenergie der
Teilchen b + c,

m2
a = p2

a = (pb + pc)2 = (Eb +Ec)2 − (P⃗b + P⃗c)2 (B.29)

Für die Messung von ma benötigt man also Energien und Impulse
der Zerfallsprodukte. Bei bekannten Massen mb,mc reichen auch
entweder die Impulse oder die Energien.
Im Schwerpunktsystem von Teilchen a lässt sich die Energie der

Zerfallsprodukte (hier E∗
b ) berechnen aus

m2
c = (p∗c)2 = (p∗a − p∗b )2 (B.30)

= m2
a +m2

b − 2(E∗
a E

∗
b − P⃗ ∗

a P⃗
∗
b ) (B.31)

= m2
a +m2

b − 2(maE
∗
b ) (B.32)

wobei in diesem System E∗
a = ma und P⃗ ∗

a = 0 benutzt wurde. Es
folgt

E∗
b =

m2
a +m2

b −m2
c

2ma

(B.33)

Aufgabe B.5: Zeigen Sie, dass mit dieser Formel
B.33 auch E∗

b +E∗
c =

√
s gilt.

Für Zerfallsprodukte ohne Masse oder für ma ≫mb,mc folgt

E∗
b = E∗

c =
ma

2
(B.34)
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C.1 Übersicht

C Detektoren zur Messung ele-
mentarer Teilchen

C.1 Übersicht

Ziel der Messungen auch komplizierter Teilchenreaktionen ist es,
möglichst alle entstehenden Quanten einzeln nachzuweisen und ihre
Energien, Impulse, Massen und Ladungen zu messen. Das Prinzip
ist dabei zumeist die Umwandlung von kinetischer Energie (E ≳
MeV ) in elektrische oder optische Effekte.

• Elektrisch geladene Teilchen können nur direkt nachgewiesen
werden, wenn ihre Lebensdauer groß genug ist, um messbare
Strecken zurückzulegen. Dies sind insbesondere
e±, µ±, π±,K±, p, p̄, α, ᾱ, . . ..

• Neutrale Teilchen wie γ,n, n̄,K0, ... werden durch ihre Reak-
tionen mit dem Detektormaterial und die daraus entstehen-
den Sekundärteilchen nachgewiesen.

• Kurzlebige Teilchen wie π0, τ±, c, b, t,Z0,W ±,H, ... und viele
Hadronen können durch Ihre Zerfälle nachgewiesen werden.

• Eine Ausnahme bilden Neutrinos, da deren Wirkungsquer-
schnitt so klein ist, dass sie nicht einzeln direkt nachgewiesen
werden können. Energie- und Impulserhaltung können jedoch
benutzt werden, um Neutrinos indirekt nachzuweisen.

C.2 Geladene Teilchen

C.2.1 Ionisation und Bethe-Bloch-Formel
Hochenergetische geladene Teilchen übertragen durch elastische oder
inelastische Stöße vor allem mit den Elektronen in der Hülle Energie
auf Atome des Detektormaterials. Die Wahrscheinlichkeit und der
jeweilige Energieverlust pro Stoß ergibt sich aus dem Rutherford-
Wirkungsquerschnitt, wenn man die kleine Masse der Elektronen
sowie die Energieniveaus der Elektronen und damit die Energie
für Anregungen der Atome und die Ionisierungsenergien mit be-
rücksichtigt. Integriert man über alle Streuwinkel und den jeweils
damit verbundenen Energieverlust und berücksichtigt auch relati-
vistische Effekte, so ergibt sich die Bethe-Bloch-Formel (siehe z.B.
Sakurei). Sie beschreibt den mittleren Energieverlust −dE durch
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vielfache Coulomb-Wechselwirkung mit den Atomen im Material
nach Durchqueren einer Schicht der Dicke dx.

−dE
dx

= Dz
2ne
β2

[ln2mec2β2γ2

I
− β2 − δ(γ)

2
] (C.1)

Bethe-Bloch-Formel

Teilchen: Ladung z ⋅ e, Geschwindigkeit β = v/c, γ2 = a
a−β2

Material: ne= ρ ⋅NA ⋅ ZA , Elektronendichte
Z =Kernladung, A =Atomgewicht, ρ =Dichte
I = mittlere Energie für Ionisation ≈ 10Z ⋅ eV
D = 4πα2h̵2/me = 5,1 ⋅ 10−25MeV cm2

δ =Dichte-Effekt in Festkörpern für große γ

Abb. C.1 Skizze der Bethe-Bloch-Formel.

Abb. C.2 Bethe-Bloch-Formel für verschiedene Materialien und Teil-
chensorten. Gezeigt ist der Energieverlust normiert auf die Dichte ρ des
Materials, −dE/(ρdx).
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Abb. C.3 Kurven zeigen die Bethe-Bloch-Formel für eine mit Gas
gefüllte Kammer für p,K±,π±,µ± und e. Die fast konstante Linie bei
etwa 16 MeV/cm gilt für Elektronen, wenn man auch Brensstrahlung
berücksichtigt. Die einzelnen Punkte stellen die experimentelle Messung
der Ionisierung des Gases entlang einzelner Teilchenspuren dar, deren
Impuls durch den Bahnradius im Magnetfeld bestimmt wurde (Messung
der OPAL-Kollaboration).

Der minimale Energieverlust tritt unabhängig von der Teilchensorte MIPS = minimal ionisieren-
des Teilchenbei einem Impuls von ca. γβ = 3 auf. Bei gleichzeitiger Messung des

Impulses und der Ionisierung dE/dx kann bei kleinen Impulsen die
Masse des Teilchens emittelt werden (Abb. C.3). Bei großen Impul-
sen ionisieren aber alle Teilchen ähnlich stark, so dass die Teilchen-
sorten nicht mehr unterschieden werden können. Eine Ausnahme
bilden Elektronen aufgrund der zusätzlichen Bremsstrahlung.
Der minimale Energieverlust beträgt - je nach Material - ca. 2

MeV bei einer Dichte von ρ = 1 g/ cm3. Effektiv ist die mittlere
Energie zur Ionisation eines Atoms etwa 10 ⋅Z eV . In einem Gas mit
kleiner Dichte (≈ 10−3 g/ cm3) werden daher einige hundert Atome
pro cm ionisiert. In einem Festkörper dagegen mehr als 10000.
Der mittlere Energieverlust ist die statistische Summe aus vie-

len Einzelprozessen. Ist die Anzahl der Prozesse (in einer dünnen
Schicht dx) nicht sehr groß, so gibt es starke statistische Schwan-
kungen, die eine “Landau-Verteilung” ergeben. Der Ausläufer zu

Abb. C.4
Landau-Verteilung des Ener-
gieverlusts in einer dünnen
Schicht.

hohen Energien tritt auf, wenn zufällig in einem Stoß eines der
Elektronen der Hülle viel Energie erhält und selber zur weiteren
Ionisation beiträgt (sogenannte δ-Elektronen durch hohen Impuls-
übertrag bei der Rutherford-Streuung).
Nach der Rutherford-Formel erfolgt die Streuung ganz dominant

unter kleinen Winkeln und damit kleinen Energieüberträgen. Da-
her durchdringt ein hochenergetisches geladenes Teilchen mehrere
cm bis m dichtes Material und wird dabei immer langsamer, bis es
schließlich komplett stoppt. Die Winkelablenkung vieler Stöße ad-
dieren sich zu einem Gesamtwinkel θP . Dessen Projektion auf eine
Richtung senkrecht zum Anfangsimpuls folgt (zentraler Grenzwert-
satz der Statistik) näherungsweise einer Gauß-Verteilung mit Breite
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θ0,

f(θp) ∼ e−θ
2
p/2θ

2
0 (C.2)

Abb. C.5 Prinzip der Vielfachstreuung.
Vielfach-Streuung um klei-
ne Winkel Eine statistische Rechnung ergibt

θo = 13,6MeV

βpc
zi

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Teilchen

√
x

X0

(1 + 0,038ln
x

X0

)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Material

(C.3)

Beispiel: Für ein Muon mit P = 1GeV , β ≈ 1, zi = 1, in Eisen
(x =1 cm dick, Strahlungslänge15 X0 = 1,8 cm) folgt θ0 ≈ 0,6o. Die
Ablenkung ist also in der Regel sehr klein.
Insbesondere in Gasen ergibt sich damit die Möglichkeit, Teil-

chenbahnen über lange Strecken zu vermessen, indem man die Io-
nisation misst. Das ist das Prinzip der Spurdetektoren.

C.2.2 Bremsstrahlung
Wie schon vom Herz’schen Dipol bekannt, erzeugen beschleunigte
elektrische Ladungen elektromagnetische Wellen. Hochenergetische
geladene Teilchen werden in einem Material besonders stark be-
schleunigt, wenn sie leicht sind und in der Nähe eines (schweren)
Kerns mit hoher Kernladungszahl Z vorbeilaufen. Besonders wich-
tig ist Bremsstrahlung daher für Elektronen, da sie die mit Abstand
leichtesten geladenen Teilchen sind.
15Die Strahlungslänge X0 charakterisiert allgemein elektromagnetische Wech-

selwirkungen,

1

X0
=

4h̵2c2

m2c4
⋅ (Z2

+Z) ⋅ α3
⋅ na ln(183 ⋅Z−

1
3 ) (C.4)

mit Z2 + Z = Ladungszahl für Kern+Hülle und na = Anzahl Atome /
Volumen. m ist die Masse des Elektrons, wenn X0 für e+e−-Paarbildung
oder für Vielfachstreuung verwendet wird. Für Bremsstrahlung ist m die
Masse des Teilchens, das das Photon abstrahlt, in der Regel also ebenfalls
die Elektronmasse.

Z Dichte ρ −dE
dx

∣
Ion,min

X0 Ec

[g cm−3] [MeV cm−1] [cm] [MeV ]
C 6 2,27 3,97 18,8 103
Al 13 2,7 4,37 8,9 47
Fe 26 7,87 11,4 1,8 24
Pb 82 11,35 12,7 0,56 7
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C.2 Geladene Teilchen

Als Feynman-Graphen dargestellt entspricht die Aussendung der
elektromagnetischenWelle der Abstrahlung eines Photons vom Elek-
tron im Anfangs- oder Endzustand.

e +X → e + γ +X (C.5)

e

X

γ
e

X

+

e

X

γ
e

X

Abb. C.6 Feynman-Diagramme zur Bremsstrahlung.

Aufgabe C.1: Begründen Sie anhand von Energie-
und Impulserhaltung, warum ein freies Teilchen kein
Photon abstrahlen kann, sondern die Nähe eines ande-
ren Teilchens braucht. Argumentieren Sie im Schwer-
punktsystem des freien Teilchens.

In diesen Diagrammen gibt es jeweils 3 Vertizes von Photonen und
Elektronen. Die Rate für diese Prozesse ist daher ∼ α3. Die Rech-
nungen hierzu sind aufwendig. Als Resultat ergibt sich für sehr ho-
he Energien, dass das Energiespektrum der emittierten Photonen
∼ 1/Eγ ist. Gemittelt über viele dieser Prozesse in einer Material-
schicht der Dicke dx ergibt sich der Energieverlust des geladenen
Teilchens zu

−dEBrems
dx

≈ E

X0

(C.6)

Die Anfangsenergie nimmt also exponentiell ab mit der Strahlungs-
länge X0 als charakteristische Länge,

E(x) = E(0) e−x/X0 (C.7)

Dies wird oft auch als Definition der Strahlungslänge verwendet.
Der Energieverlust durch Bremsstrahlung wird für Elektronen bei
Energien oberhalb der sogenannten kritischen Energie Ec deutlich
wichtiger als der Energieverlust durch Ionisation. Näherungsweise
ist dies für Elektronen der Fall bei

Ee > Ec ≈ 600 MeV /Z (C.8)

Werte für Ec sind bei Gl. C.4 gelistet. Abb. C.3 zeigt für Elektronen
also dominant Bremsstrahlung.
Aus der Formel (Gl. C.4) für die Strahlungslänge entnimmt man

−dEBrems
dx

∼ E

m2

Für ein Muon z.B. ist Bremsstrahlung bei gleicher Energie daher
um einen Faktor (me/mµ)2 = (0,5/106)2 kleiner und bis zu Energien
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von mehreren 100 GeV gegenüber Energieverlust durch Ionisation
vernachlässigt werden.
Da hochenergetische Teilchen auch in der Nähe eines Kerns nur

wenig abgelenkt werden, fliegen auch die Photonen im Mittel unter
sehr kleinen Winkeln zur Elektron-Richtung. Diese sind typisch von
der Größenordnung

θ ≲m/E (C.9)

C.3 Spurdetektoren

C.3.1 Impulsmessung im Magnetfeld

Der Nachweis der geometrischen Bahnen von Teilchen über mög-
lichst lange Strecken ist besonders wichtig, da man so mit sehr
hoher Genauigkeit Teilchenimpulse messen kann. In einem homo-
genen Magnetfeld ergibt sich eine Spiralbahn, aus deren Radius R
die Impulskomponente P⊥ in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld
folgt,

P⊥ = 0,3 ⋅ z ⋅ R
m

⋅ B
T

GeV (C.10)

Der numerische Faktor ergibt sich aus der Wahl der Einheiten (m,
T, GeV). Diese Formel gilt auch relativistisch.
Beispiel: Für ein Teilchen mit P⊥ = 1000 GeV ergibt sich in einem

Magnetfeld von B = 1 T ein Radius von R = 3000 m. Auf einer
Spurlänge von l = 1 m ist dann die Abweichung von einer Geraden
≈ l2/(2R) = 0,5 mm. Die geometrische Messung der Teilchenbahn
muss also deutlich besser als diese Länge sein.

C.3.2 Nebelkammern und Blasenkammern

Historisch besonders wichtiges Beispiel sind Nebelkammern und
Blasenkammern: Nebelkammern arbeiten mit unterkühlten Flüssig-
keiten, die kurz vor der Kondensation stehen. Blasenkammern ar-
beiten mit überhitzten Flüssigkeiten, die kurz vor der Verdampfung
stehen. Bei beiden dienen ionisierte Atome und freie Elektronen ent-
lang der Teilchenbahnen als Kondensationskeime für Tropfen bezie-
hungsweise Gasblasen, ähnlich wie die Rußpartikel aus einer Flug-
zeugdüse als Kondensationskeime für Kondensstreifen am Himmel
sorgen. Die Tropfen oder Gasblasen können fotographiert und die
Bilder später geometrisch vermessen werden. Mit diesen Metho-
den wurden seit ca. 1930 viele neue Elementarteilchen entdeckt.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.7 Skizze und Foto der “Big European Bubble Chamber”
BEBC am CERN

Abb. C.8 Ein positiv geladenes Teilchen dringt von unten in die Ne-
belkammer ein und verliert in einer 6mm dicken Bleiplatte Energie. Die
Reichweite danach ist zu groß für ein Proton. Dies ist die Entdeckung
des e+ durch Anderson 1933.

Abb. C.9 Fotographie einer Reaktion in einer Blasenkammer. Die
Dichte der Blasen ist ein Maß für den Energieverlust −dE/dx.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.10 Links: Ausschnitt eines elektromagnetischen Schauers in
einer Blasenkammer mit mehreren Photon-Konversionen in e+e− Paare.
Rechts: Elektromagnetischer Schauer

Abb. C.11 Zerfall eines Pions. Das Pion wird zusammen mit ande-
ren Teilchen erzeugt, stoppt im Detektor und zerfällt anschließend in
π → µν̄µ. Das Muon hat nur wenig Energie und stoppt schnell, bevor es
zerfällt in µ→ eνν. Die Spiralbahn des Elektrons wird durch Energiever-
lust immer enger.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.12 Erzeugung eines Jets aus Hadronen in einer Blasenkam-
mer.

Abb. C.13 Erzeugung eines Charm-Hadrons mit anschließenden Zer-
fällen.
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C.3 Spurdetektoren

C.3.3 Gas-Detektoren
In Gasen ist aufgrund der geringen Dichte die Wechselwirkung ge-
ladener (und auch neutraler) Teilchen gering, so dass ihre Bahnen
kaum gestört werden und Impulse mit hoher Präzision gemessen
werden können. Allerdings ist die Anzahl ionisierter Atome in der
Regel (bei Normalbedingungen) gering, so dass Mechanismen der
“Gasverstärkung” notwendig sind, um messbare Signale zu erzeu-
gen16.

Drahtkammern: Hier werden in dem Gasvolumen dünne Dräh-
te gespannt und auf hohes positives elektrisches Potential gesetzt.
Werden nun durch ein hochenergetisches Teilchen Paare von Elek-
tronen und Ionen erzeugt, so driften die Elektronen zum Draht.
Nahe am Draht ist das elektrische Feld sehr hoch (E ∼ 1/Radi-

Abb. C.14
Gasverstärkung nahe am
Draht.

Abb. C.15
Drift von Elektronen zum
Draht.

us), die Elektronen werden stark beschleunigt und sind in der Lage,
weitere Atome zu ionisieren. Die dadurch frei werdenden Elektro-
nen werden durch das E-Feld ebenfalls stark beschleunigt, so dass
durch viele derartige Prozesse eine Lawinenbildung entsteht. Auf
diese Weise kann die Anzahl der primär entstandenen Elektronen
um einen Faktor 10-10000 erhöht werden, so dass empfindliche und
rauscharme Verstärker in der Lage sind, ein Signal auf dem Draht
zu messen.
In einem homogenen elektrischen Feld ist - weit entfernt vom

Draht - die Driftgeschwindigkeit nahezu konstant (typisch 5 cm/µs).
Daher kann aus dem Zeitunterschied zwischen Durchgang des pri-
mären Teilchens und Signalankunft am Draht der Abstand des pri-
mären Teilchens vom Draht berechnet werden. So können Ortsauf-
lösungen bis zu 100 µm erreicht werden.
In Driftkammern wird in der Regel eine Spur an mehreren Dut-

zend Drähten gemessen, so dass aus der Ortsauflösung je Draht
und der Anzahl der Messungen die Messgenauigkeit für den Impuls
senkrecht zu den Drähten folgt. Daher werden die Drähte parallel
zum Magnetfeld gespannt.

16 Typisch sind dies entsprechend der Bethe-Bloch-Formel in einem Gas pro
cm Weglänge

Ne ≈
−dE/dx

I
≈

2 MeV g−1 cm2

10 eV
⋅ 10−3 g

cm3
= 200/ cm (C.11)

Elektronen, also zu wenig Ladung für normale Elektronik.

150



C.3 Spurdetektoren

Abb. C.16 Teilansicht der Driftkammer des H1-Experiment am HE-
RA Beschleuniger bei DESY. Die zylinderförmige Kammer umgibt das
Strahlrohr. Die Drähte sind entlang der Achse des Zylinders parallel zum
Magnetfeld gespannt.

Abb. C.17 Innenansicht der Driftkammer des H1-Experiment am HE-
RA Beschleuniger bei DESY.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.18 Ereignis in der Driftkammer des JADE Experiments am
PETRA Beschleuniger bei DESY. Man erkennt drei Bündel von Teilchen
(Jets). Aus solchen Ereignissen wurde auf die Existenz von Gluonen ge-
schlossen, e+e− → q q̄ g.

Abb. C.19 Gasverstärkung als Funktion der Anodenspannung bei
Gasdetektoren. Je nach Spannung am Draht unterscheidet man Ionisati-
onskammern (ohne Gasverstärkung), Driftkammern mit nahezu linearer
Gasverstärkung und Geiger-Müller-Zähler.
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C.3 Spurdetektoren

TPC: Ein anderes Prinzip wird bei einer “Time Projection Cham-
ber” verfolgt. Hier wird ein starkes elektrisches Feld parallel zum
Magnetfeld angelegt. Die primär erzeugten Elektronen und Ionen
driften über lange Strecken zu den Enden des Gasvolumens und
werden dort über Drahtverstärkung oder andere Mechanismen nach-
gewiesen. Hierdurch ergibt sich ein zweidimensionales Bild der Teil-
chenbahnen an den Enden der Kammer. Die Koordinate senkrecht
dazu wird aus der Ankunfszeit der Signale an den Enden gemessen,
so dass insgesamt ein dreidimensionales Bild entsteht.

Abb. C.20
Schema ener TPC.

Abb. C.21 Die TPC des ALICE Epxeriments am LHC am CERN.

Abb. C.22 Bild eines Ereignisses in der TPC des ALEPH Experi-
ments am LEP Beschleuniger am CERN, e+e− → qq̄.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.23 Bild eines Ereignisses in der TPC des ALICE Experi-
ments am LHC. Das Bild zeigt die Kollision zweier Gold-Kerne bei TeV
Energien je Nukleon.
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C.3.4 Halbleiter-Detektoren
Die zentrale Komponente in fast jedem modernen Detektor besteht
aus dünnen Halbleitern, die an den Oberflächen durch Metallflä-
chen fein segmentiert sind. Da in Silizium der Bandabstand nur
1.1 eV beträgt, erzeugt ein hochenergetisches Teilchen bereits im
Mittel bei einem Energieverlust von dE/dx = 3 eV ein Elektron-
Loch Paar. In typisch 0,3mm dicken Si-Kristallen werden daher
von einem MIPS 30000 Elektron-Loch-Paare erzeugt, so dass keine
weitere Ladungsverstärkung notwendig ist.

Abb. C.24 Prinzip eines Halbleiter-Detektors.

Die Elektronen (oder Löcher) driften dann durch eine äußere Span-
nung zu den Metallkontakten. Da die Driftstrecken sehr klein sind,
entstehen die Signale in weniger als 10 ns. Da die Metallkontakte
fein segmentiert werden können, sind Ortsauflösungen im Bereich
5 µm möglich. Verwendet werden Streifendetektoren und Pixelde-
tektoren.

Abb. C.25 Eines der ersten Ereignisse, das am LHC mit dem CMS
Silizium-Detektor gemessen wurde.
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C.3 Spurdetektoren

Abb. C.26 Endkappen des CMS Streifendetektors.

Abb. C.27 Foto des CMS Streifendetektors von innen.

Abb. C.28
Verkabelung des CMS Strei-
fendetektors.

Abb. C.29 CMS Pixel-Detektor.
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C.4 Photonen und elektromagnetische Schauer

C.4 Photonen und elektromagne-
tische Schauer

Photonen wechselwirken mit Atomen hauptsächlich durch Photo-
effekt, Compton-Effekt oder Paarbildung.

Photoeffekt: Hierbei wird das Photon absorbiert und überträgt
seine Energie Eγ in der Regel auf ein einzelnes Elektron. Ist Eγ
größer als die Bindungsenergie, wird das Atom ionisiert.

γ e−Hülle → e−frei (C.12)

Der Wirkungsquerschnitt für Photoeffekt zeigt daher charakteristi-
sche Kanten in der Energieabhängigkeit, die die Energieniveaus des
Atoms kennzeichnen. Der Wirkungsquerschnitt fällt steil mit Eγ
und dominiert bei kleinen Eγ.

σPhoto ∼ Z5 E
−7/2
γ für Eγ ≪me (C.13)

∼ Z5 E−1
γ für Eγ ≫me (C.14)

Compton-Effekt: Bei höheren Energien wird das γ an Elektronen
gestreut,

γ + eHülle → γ + efrei (C.15)

γ

e

γ

e

+

γ

e γ

e

Abb. C.30 Feynman-Diagramme für Compton-Effekt.

Für hohe Energien Eγ ≫me fällt der Wirkungsquerschnitt mit Eγ,

σeγ→eγ ≈ πα
2 1

meEγ
(ln

2Eγ
me

+ 1

2
) (C.16)

Paarerzeugung: Hierbei erzeugen Photonen im Feld eines Kerns
X ein e+e−-Paar,

γ +X → e+e− + X (C.17)

Die Mindestenergie hierfür ist

Eγ ≳ 2me (C.18)

Ein freies γ kann ohne Stoßpartner nicht in reelle e+e−-Paare

γ
e+

e−

Kern

Abb. C.31
Feynman-Diagramm für e+e−

Paarbildung im Feld eines
Kerns.

zerfallen. Der Kern erhält einen Rückstoß. Die Paarbildung ist der
dominante Effekt bei großen Eγ. Für Eγ ≫ 2me gilt

σPair =
7

9

1

X0nk
⇒ I(x) = I0 e

− 7
9
x
X0 (C.19)

Hierbei ist nK die Dichte der Kerne, nK = #Kerne
Volumen . Der Wirkungs-

querschnitt wird also unabhängig von der Photon-Energie.
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Abb. C.32 Wirkungsquerschnitt für Photonen in Blei.

Abb. C.32 zeigt die Beiträge für Photoeffekt, Compton-Effekt und
Paarbildung als Funktion der Enerergie Eγ.
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C.5 Hadronische Schauer

Elektromagnetische Schauer Bei großen Elektronenergien Ee oder
Photonenergien Eγ dominieren Bremsstrahlung und Paarbildung.

e± → e±γ γ → e+e− (C.20)

Es ensteht eine Lawine neuer Teilchen, in der sich diese Prozes-
se jeweils abwechseln. Erst für Photonen mit Eγ < 2me entfällt die

Abb. C.33
Elektromagnetischer Schauer.

Paarbildung und Elektronen werden nur noch durch Compton- und
Photoeffekt freigesetzt. Für Elektronen mit Ee < Ec wird Brems-
strahlung weniger wichtig als Ionisation, so dass bei kleinen Energi-
en im Schauer insgesamt die Energie durch Ionisation im Detektor
deponiert wird. Die typische Anzahl der e± und γ im Schauer ist
daher

ne,γ ≈ const
E

2me

≈ E

1MeV
(C.21)

Abb. C.10 zeigt die Photographie eines elektromagnetischen Schau-
ers in einer Blasenkammer.

C.5 Hadronische Schauer

Hadronen bestehen aus Quarks und Gluonen. Sie reagieren au-
ßer durch elektromagnetische und schwache Wechselwirkung auch
durch die starke Wechselwirkung mit Atomkernen. Bei elastischen
Wechselwirkungen von Hadronen mit dem Detektormaterial wie
z.B.

p +Kern → p +Kern (C.22)
π± + p → π± + p (C.23)

wird kinetische Energie auf den Kern beziehungsweise das Proton
übertragen, aber es werden keine weiteren Teilchen erzeugt. Ober-
halb der Schwellenenergien zur Erzeugung neuer Teilchen überwie-
gen aber inelastische Reaktionen wie z.B.

p + p→ p + p + π+ + π− (C.24)

Durch inelastische Reaktionen werden, wie in Abb. C.34 und Abb.

Abb. C.34
Skizze eines hadronischen
Schauers.

Abb. C.35
Erzeugung eines Jets aus Ha-
dronen in einer Blasenkam-
mer.

C.35 gezeigt, hadronische Schauer ausgelöst. Die Schauerbildung
stoppt, wenn die Schwellenenergien zur Bildung neuer Teilchen un-
terschritten werden (typisch im GeV Bereich). Diese Energie ist viel
höher als die entsprechenden kritischen Energien bei elektromagne-
tischen Schauern, so dass in hadronischen Schauern nur relativ we-
nige zusätzliche Teilchen erzeugt werden.
In hadronischen Schauern werden häufig π0 Mesonen erzeugt,

die nach sehr kurzer Zeit in Photonen zerfallen, π0 → γγ. Diese
erzeugen wiederum durch Paarbildung e+e− Paare, so dass in ha-
dronischen Schauern fast immer auch elektromagnetische Schauer
vorhanden sind.
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Für den Wirkungsquerschnitt für Hadronen in Materialien gilt

σ = σelastisch + σinelastisch (C.25)

Da die Reichweite der starken Wechselwirkung zwischen Hadronen
und Kernen sehr klein ist, ergibt sich für die freie Weglänge

λ = 1

σ nKern
(C.26)

bis zur nächsten hadronischen Wechselwirkung (die Wechselwir-
kungslänge) z.B für Eisen λ = 17,6 cm. Die Strahlungslänge in Eisen
zum Vergleich beträgt 1,8 cm. Hadronische Schauer bilden sich in
Materialien also typisch erst viel tiefer im Material.

C.6 Kalorimeter

Die Energiemessung von Elektronen und Photonen erfolgt bei ho-
hen Energien durch die Messung ihrer elektromagnetischen Schauer.
Die vielen hierbei entstehenden e± und Photonen deponieren gegen
Ende des Schauers ihre Energie in Form von Ionisation und Anre-
gung von Atomen. Es ist ausreichend, diese Energie in ihrer Summe
zu messen, so dass relativ grob strukturierte Detektoren verwendet
werden können. Günstig sind Materialien mit hoher Kernladungs-
zahl Z.
In hadronischen Schauern werden weniger neue Teilchen erzeugt,

aber auch hier gilt das Prinzip, dass sich die zu messende Energie
der ursprünglichen Hadronen durch die Summe der im Detektor de-
ponierten Energien (Ionisation, Photonen, ..) rekonstruieren lässt.
Wichtig ist in jedem Fall, dass alle Energie der Teilchen absorbiert

werden muss. Hierfür werden Kalorimeter verwendet, die ausrei-
chend hohe Dichte und Kernladungszahl haben und mehrere Meter
dick sind.
Einfache Detektoren für Kalorimeter sind Szintillatoren. Diese

bestehen z.B. aus Plexiglas oder anderen Materialien, in denen An-
regungsenergien effizient in Form von Licht abgegeben werden. Häu-
fig haben diese Materialien aber eine zu kleine Dichte und Kern-
ladungszahl, so dass sie z.B. zwischen dünnen Bleiplatten als Ab-
sorber eingefügt werden. In diesen findet dann die Schauerbildung
statt und die entstehenden Teilchen werden in den Szintillatorplat-

Abb. C.36
Schema eines Hadron-
Kalorimeters mit Szintillato-
ren und Eisenplatten.

ten gemessen. Hierbei bleibt aber immer die im Absorber deponierte
Energie nicht messbar, so dass die relative Auflösung der Energie-
messung für elektromagnetische Schauer ca.

δE

E
≈ 10%√

E/GeV
(C.27)

und für hadronische Schauer

δE

E
≈ 70%√

E/GeV
(C.28)
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beträgt.
Speziell für elektromagnetische Schauer eignen sich Bleiglas oder

transparente Kristalle aus schweren Elementen. Das CMS Expe-
riment am LHC benutzt Kristalle aus PbW O4. In ihnen ist die
Dichte fast wie in Blei, so dass auch Elektronen oder Photonen mit
103 GeV Energie auf ca. 20 cm Länge komplett absorbiert werden.
Die Energieauflösung beträgt etwa 2,5%/

√
E/GeV.

Abb. C.37 Elektromagnetisches Kalorimeter des CMS Experiments
(links) und Simulation eines elektromagnetischen Schauers in mehreren
Kristallen (rechts).

C.7 Detektorkonzepte und Identi-
fizierung von Teilchen

Zur Energie und Impulsbestimmung stehen verschiedene Detektor-
typen zur Verfügung:

• Der Impuls kann für geladene Teilchen durch die Kreisbahn
im Magnetfeld, also durch Spurdetektoren, bestimmt werden.

• Die Energie kann in Kalorimetern für alle langlebigen Teilchen
außer Muonen und Neutrinos gemessen werden.

• Flugzeitmessungen können benutzt werden, um die Geschwin-
digkeit zu messen. Falls die Geschwindigkeit klein genug ist,
kann hieraus direkt γ und γβ und damit bei bekannter Masse
auch Energie und Impuls bestimmt werden.

• Cherenkov-Detektoren nutzen aus, dass Teilchen mit Geschwin-
digkeit v > n⋅c in Materialien mit optischem Brechungsindex n
eine charakteristische Strahung aussenden. Auch damit kön-
nen bei Teilchensorten identifiziert werden.

Im Umkehrschluß kann aus zwei dieser drei Messungen über die
Beziehung

m2 = E2 − p⃗ 2

auch die Masse bestimmt und damit das Teilchen identifiziert wer-
den. Bei hohen Energien geht das allerdings nicht mehr, da die
relativen Unterschiede zwischen Energie und Impuls kleiner als die
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Messfehler werden, und die Masse so nicht mehr genau genug be-
stimmt werden kann.
Die wichtigsten Teilchen unterscheiden sich aber auch in ihrer

Wechselwirkung mit Detektormaterialien.

Elektronen und Photonen erzeugen elektromagnetische Schauer,
die in Materialien mit hohem Z schnell abklingen und hohe
Teilchendichten haben.

Muonen dagegen machen fast keine Bremsstrahlung und keine ha-
dronischen Wechselwirkungen und durchdringen daher auch
mehrere Meter Material mit nur wenigen GeV Energieverlust.

Schwere Teilchen wie b-Quarks, c-Quarks und τ -Leptonen haben
Lebensdauern im cτ ≈ mm- Bereich und können über ihre
Wegstrecke zum Zerfallsvertex identifiziert gefunden werden.
Noch kurzlebigere Teilchen (W,Z,t,H) sind oft durch cha-
rakteristische Zerfallsprodukte und die Rekonstruktion ihrer
Massen zu identifizieren.

Moderne Teilchendetektoren an hochenergetischen Beschleuni-
gern machen sich diese Unterschiede zu Nutze. Sie bestehen (wie
eine Zwiebel) aus mehreren Schichten von innen nach außen:

• Innen werden hochauflösende Spurdetektoren (z.B. Pixel- De-
tektoren) verwendet, um Zerfallslängen kurzlebiger Teilchen
zu messen.

• Etwas weiter außen werden Spurdetektoren aus mehreren La-
gen (Drähte oder Si-Detektoren) verwendet, um im Magnet-
feld Impulse zu messen. Hierzu sind bei hohen Impulsen Teil-
chenbahnen mit einer Länge im Meter-Bereich notwendig. Al-
le diese Spurdetektoren müssen aus wenig Material mit klei-
ner Kernladungszahl bestehen, um möglichst Energieverluste
oder gar Schauer der zu messenden Teilchen zu vermeiden,
die die Impulsmessung stören würden.

• Ein elektromagnetisches Kalorimeter außerhalb des Spurkammer-
Bereichs folgt weiter außen. Es muss aus Materialien mit ho-
her Kernladungszahl bestehen, da hierfür X0 ≪ λhadronisch ist.
Hierdurch werden kurze elektromagnetische Schauer erzeugt,
während hadronische Schauer mit großer Wahrscheinlichkeit
erst später beginnen und tiefer eindringen. Dies ist das wich-
tigste Kriterium zu Identifizierung von Photonen und Elek-
tronen.

• Weiter außen folgt ein hadronisches Kalorimeter mit einer
Dicke von 1-2 Metern, um hadronische Schauer komplett zu
absorbieren.

• Umgeben ist dieser Aufbau zumeist von einer supraleitenden
Solenoid-Spule, die ein Magnetfeld von mehreren Tesla paral-
lel zur Strahlachse erzeugt.
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C.7 Detektorkonzepte und Identifizierung von Teilchen

• Als Rückflußjoch für das Magnetfeld dienen massive Stahl-
platten weiter außen. Sie sind mit mehreren Lagen aus Drift-
kammern oder anderen Spurdetektoren versehen, um Muonen
nachzuweisen, die als einzige Teilchensorte so viel Material
durchdringen kann.

Abb. C.38 Schnitt durch den CMS-Detektor.

Abb. C.39 Schnitt durch den CMS-Detektor. Zu sehen ist die Reak-
tion verschiedener Teilchen in den inneren Si-Detektoren, dem elektro-
magnetischen und hadronischen Kalorimeter sowie dem Muon-System.
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D.1 Kovariante Form und Hamilton

D Dirac-Gleichung

D.1 Kovariante Form
und Hamilton

Im Folgenden wird die relativistische Schreibweise benutzt für 4-er
Impulse und 4-er Ableitungen

pµ = (E
P⃗
)
µ

∂µ = (∂t∇⃗)
µ

(D.1)

Der 4-er Impulsoperator ist dann (E = i∂t, P⃗ = −i∇⃗)

pµ = i∂µ = i( ∂t−∇⃗)
µ

(D.2)

Damit ist die Dirac-Gleichung

(iγµ ∂µ −m)Ψ = 0 (D.3)

Hierbei sind die 4 Komponenten von γµ = (γ0,γ⃗) zunächst unbe-
kannte mathematische Objekte. Da die i∂µ aber Komponenten des
Impulsoperators sind und Impuls und Masse die gleiche Dimension
haben, können die γµ keine Dimension haben und müssen daher
Konstanten sein. Im Folgenden soll gezeigt werden:

• Aus den vier Raum-Zeit-Dimensionen folgt, dass jede der γµ
eine 4x4 Matrix und Ψ ein 4-komponentiger “Spinor” ist.

• Die vier γµ können so bestimmt werden, dass jede der 4 Kom-
ponenten von Ψ die relativistische Klein-Gordon Gleichung
erfüllt.

• Die Gleichung beschreibt Spin 1
2 Teilchen

• Die Gleichung sagt Anti-Teilchen voraus.
Forderung nach relativi-
stischer Invarianz Die Dirac-Gleichung soll für ebeneWellen die relativistische Energie-

Impulsbeziehung E2 − P⃗ 2 −m2 = 0 erfüllen.
Wendet man −(iγν ∂ν +m) von links auf die Dirac-Gleichung an,

so erhält man

(γν∂ν γµ∂µ +m2)Ψ = (γνγµ∂ν∂µ +m2)Ψ = 0 (D.4)

Vertauschung der Summationsindizes µ ↔ ν ergibt (γµγν∂µ∂ν +
m2)Ψ = 0. Addiert man beide Gleichungen so erhält man

(1

2
(γµγν + γνγµ)∂µ∂ν +m2)Ψ = 0 (D.5)
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D.2 Bestimmung der γ-Matrizen

Dies ist genau dann die Klein-Gordon Gleichung (∂µ∂µ +m2)Ψ = 0,
wenn

(γµγν + γνγµ) = 2

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
−1

−1
−1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

µν

ist, oder kurz

{γµ, γν} = 2gµν (D.6)

Diese Clifford-Algebra ist eine notwendige Bedingung für Lorentz- Clifford-Algebra
Invarianz. Aus ihr folgt insbesondere

(γ0)2 = 1, (γi)2 = −1 für i = 1,2,3 (D.7)

Multipliziert man die Dirac-Gleichung (iγ0∂t + iγ⃗∇⃗ −m)Ψ = 0 von
links mit γ0 und benutzt (γ0)2 = 1, so folgt

HΨ = i∂tΨ = −iγ0γ⃗∇⃗Ψ +mγ0Ψ (D.8)

Der Hamiltonoperator der Dirac-Gleichung ist also

H = γ0γ⃗P⃗ +mγ0 (D.9)

D.2 Bestimmung der γ-Matrizen

Wegen den Antikommutator-Beziehungen in Gl. D.6 sind die γµ
keine einfachen Zahlen. Dirac hatte die Idee, vier verschiedene n×n
Matrizen anzusetzen. Wiederum aus Gl. D.6 folgt dann für die Spur
(Tr)17 und die Hermitezität18 der Matrizen

Tr(γµ) = 0 (γ0)† = γ0 (γi)† = −γi (D.10)

Man kann zeigen, dass für n = 2,3,5,7, ... keine Matrizen diese Kri-
terien erfüllen.

• n = 2: Die drei Pauli-Matrizen σi bilden bereits einen vollstän-
digen Satz von spurlosen, antikommutierenden 2×2 Matrizen.
Für γi = σi müsste sich γ0 damit als eine Linearkombination
der Pauli-Matrizen und der I2 ausdrücken lassen. Eine solche
Matrix antikommutiert aber nicht mit den Pauli-Matrizen.
Daher kann für n = 2 die Clifford-Algebra Gl. D.6 nicht er-
füllt sein.

17 Für µ ≠ 0 gilt z.B. γµγ0 = −γ0γµ und damit γµ = −γ0γµγ0 sowie Tr(γµ) =
−Tr(γ0γµγ0) = −Tr(γ0γ0γµ) = −Tr(γµ), so dass Tr(γµ) = 0. Hier wurde
benutzt, dass man die Reihenfolge der Matrizen unter einer Spur zyklisch
vertauscht werden darf, Tr(AB) = Tr(BA).

18 Da der Hamiltonoperator H in Gl. D.9 links hermitesch sein muss, sind
auch die Matrizen rechts hermitesch, also γ0 = (γ0)† und γ0γi = (γ0γi)† =

(γi)†(γ0)†. Multipliziert man die letztere Gleichung von links mit γ0 und
benutzt (γ0)2 = 1, folgt außerdem γi = γ0(γi)†γ0 = −(γi)†γ0γ0 = −(γi)†.
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D.3 Lösungen der Dirac-Gleichung

• n = 3,5, ... (ungerade): Da γ0 hermitesch und (γ0)2 = 1 ist,
sind die Eigenwerte von γ0 gleich ±1. Wegen Tr(γ0) = 0 müs-
sen gleich viele Eigenwerte mit +1 wie mit −1 auftreten, so
dass nur eine gerade Anzahl von Eigenwerten möglich ist. Da-
mit ist n gerade.

Die kleinste mögliche Dimension der γ-Matrizen ist also 4×4. Damit
ist die Dirac-Gleichung zu lesen als

(iγµ∂µ −mI4)Ψ = 04

Hier ist Ψ ein vier-komponentiger Spinor,

Ψ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(D.11)

Jede der Komponenten von Ψ erfüllt getrennt die Klein-Gordon
Gleichung. Für eine ebene Welle

Ψ = Ψ0 e
−ipx (D.12)

erfüllt jede Komponente die Gleichung E2 − P⃗ 2 −m2 = 0.
Eine der möglichen expliziten Darstellungen der γ-Matrizen, die

die Clifford-Algebra erfüllt, ist die Pauli-Dirac Form,

γ0 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

γ1 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(D.13)

γ2 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

γ3 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(D.14)

Man benutzt aber meistens die standard Pauli-Matrizen

σ1 = ( 1
1

) σ2 = ( −i
i

) σ3 = (1
−1

) (D.15)

um die 4 × 4 Matrizen in etwas übersichtlicherer 2 × 2 Form zu
schreiben:

γ0 = (I −I) , γi = ( σi
−σi

) für i = 1,2,3 (D.16)

Hier ist I die 2 × 2 Einheitsmatrix.

D.3 Lösungen der Dirac-Gleichung

Wir betrachten die Dirac-Gleichung in der Form von Gl. D.8,

HΨ = i∂tΨ = −iγ0γ⃗∇⃗Ψ +mγ0Ψ (D.17)
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D.3 Lösungen der Dirac-Gleichung

In Matrixschreibweise lautet sie

(i∂t
i∂t

)Ψ = ( σ⃗P⃗

σ⃗P⃗
)Ψ + (m −m)Ψ (D.18)

Für ein freies Teilchen wird eine ebene Welle

Ψ = u(E,P⃗ )e−i(Et−P⃗ x⃗) (D.19)

als Lösung erwartet. Betrachtet wird zunächst ein Teilchen in sei-
nem eigenen Ruhesystem, d.h. P⃗ = 0. Eine Lösung der Dirac-Gleichung
ist zum Beispiel

Ψ(1) = u(1) e−imt =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
e−imt (D.20)

denn i∂tΨ(1) = HΨ(1) = mΨ(1). Der Hamiltonoperator hat also als
Eigenwert die Masse, wie erwartet für ein ruhendes Teilchen. Das
gleiche gilt für die 2. Lösung u(2) = (0,1,0,0)T . Für u(3) = (0,0,1,0)T
und u(4) = (0,0,0,1)T jedoch führt das Vorzeichen der Masse in Gl.
D.18 zur Lösung

Ψ(3) = u(3) e+imt =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
e+imt (D.21)

Die Energie als Eigenwert des Hamiltonoperators ist dann jedoch
negativ, i∂tΨ(3) = HΨ(3) = −mΨ(3) und kann so nicht direkt in-
terpretiert werden. Eine Lösung hierzu findet man, wenn man die
Dirac-Gleichung komplex konjugiert, so dass i∂t und P = −i∇ sowie
γ2 ihr Vorzeichen relativ zum Massenterm ändern. Um zu verhin-
dern, dass γ2 und damit die Impulskompenente P2 eine Sonderrolle
einnehmen, muss anschliessend von links mit γ2 multipliziert wer-
den, und dann γ2 nach rechts durchgeschoben werden.

Aufgabe D.1: Zeigen Sie, dass

Ψc = iγ2Ψ∗ (D.22)

die standard Form der Dirac-Gleichung erfüllt:

i∂tΨc = −iγ0γ⃗∇Ψc +mγ0Ψc (D.23)

Beachten Sie dabei die Antikommutator-Relation der
γ-Matrizen (γ2γµ = −γµγ2 für µ ≠ 2).

Die beiden Komponenten Ψ
(1,2)
c erfüllen also ebenso wie Ψ(1,2) die

Bedingung E =m für (P⃗ = 0). Nun ist aber

iγ2(Ψ(1)c )∗ = i
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
e−ipx

⎞
⎟⎟⎟
⎠

∗

=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
eipx = Ψ(4)
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D.4 Drehimpuls und Spin

Ebenso gilt Ψ
(2)
c = −Ψ(3). Damit gibt es also die vier physikalisch

interpretierbaren Lösungen Ψ(1),Ψ(2),Ψ
(1)
c ,Ψ

(2)
c .

Der Unterschied der Lösungen Ψ und Ψc ergibt sich, wenn man
die Dirac-Gleichung einschliesslich Elektromagnetismus (oder jeder
anderen Eichwechselwirkung) untersucht (Gl. ??

[iγµ(∂µ + iqAµ) −m] Ψ = 0 (D.24)

Hierfür erzeugt komplex konjugieren und mit γ2 multiplizieren ein
relatives Minuszeichen zwischen ∂µ und iqAmu. Daher lautet die
resultierende Gleichung für Ψc

[iγµ(∂µ − iqAµ) −m] Ψc = 0 (D.25)

Die Bewegungsgleichung für die Lösungen Ψ und Ψc unterscheiden
sich also gerade um das Vorzeichen des Terms mit der Ladung q.
Dies gilt für alle Ladungen aller Eichwechselwirkungen. Daher wer-
den die Lösungen Ψ als Felder der Teilchen und die Lösungen ΨcAnti-Teilchen
als Felder der zugehörigen Antiteilchen bezeichnet. Teilchen und
zugehörige Antiteilchen haben die gleiche Masse m.

D.4 Drehimpuls und Spin

Für ein abgeschlossenes System wie ein einzelnes Dirac-Teilchen
muss der Gesamtdrehimpuls erhalten sein und daher mit dem Hamilton-
Operator

H = γ0γiP i +mγ0 (D.26)

aus Gl. D.9 kommutieren. Für den Operator des Bahn-Drehimpulses
definiert als

L⃗ = r⃗ × P⃗ (D.27)

findet man jedoch19

[H, L⃗] = γ0γi[P i, r⃗ × P⃗ ] +m[γ0, r⃗ × P⃗ ] (D.28)
= −iγ0γ⃗ × P⃗ (D.29)

Es muss also außer dem Bahndrehimpuls einen weiteren Beitrag
zum Gesamtdrehimpuls geben, der Eigendrehimpuls oder Spin S⃗

19Die γ-Matrizen wirken im Spinorraum, der nichts mit dem Orts- oder Im-
pulsvektorraum zu tun hat. Sie kommutieren daher mit den Operatoren r⃗
und P⃗ . Daher ist z.B.

[γ0γiP i, r⃗ × P⃗ ] = γ0γi [P i, r⃗ × P⃗ ]

Daher ist

γi[P i, εklmx
lPm] = γiεklm (xl[P i, Pm] + [P i, xl]Pm)

= −iγiεklmδilP
m
= −iγ⃗ × P⃗
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D.5 Helizität und Chiralität

genannt wird. Einen ganz ähnlichen Ausdruck wie für [H,Li] findet
man für eine Matrix, die nicht vom Impuls oder Bahndrehimpuls
abhängt und daher ein Eigendrehimpuls sein kann,

Σi = (σ
i

σi
) Σ⃗ = (σ⃗

σ⃗
) (D.30)

denn20

[H, Σ⃗] = 2iγ0γ⃗ × P⃗ (D.31)

Damit der Gesamtdrehimpuls J⃗

J⃗ = L⃗ + S⃗ (D.32)

mit dem Hamilton-Operator kommutiert, [H,J⃗] = 0, muss der Spin-
Operator festgelegt werden zu

S⃗ = 1

2
Σ⃗ (D.33)

Im Ruhesystem des Teilchens (P⃗ = 0) ergibt sich Der Spin der
Lösung u(1) entlang der z-Achse zu

Szu
(1) = 1

2
(σ3

σ3
)u = 1

2

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
−1

1
−1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

⎛
⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
= +1

2
u(1)

Daher beschreibt die Dirac-Gleichung Spin 1/2 Teilchen. Insgesamt Spin ±1
2

findet man

Szu
(1) = +1

2
u(1) Szu

(2) = −1

2
u(2) (D.34)

Szu
(1)
c = +1

2
u
(1)
c Szu

(2)
c = −1

2
u
(2)
c (D.35)

D.5 Helizität und Chiralität

Helizität Spinoren sind im Allgemeinen keine Eigenzustände des
Spin-Operators. Für Teilchen, die sich in +z- Richtung bewegen,
sind die Spinoren jedoch Eigenzustände von Sz. Es wird daher der Helizitat von Fermio-

nen:
λ = +1

2 ⇒ S⃗ parallel P⃗
λ = −1

2 ⇒ S⃗ entgegen P⃗

Helizitätsoperator definiert,

λ = S⃗ ⋅ p⃗
∣p⃗∣

= 1

2∣p⃗∣
(σ⃗p⃗ 0

0 σ⃗p⃗
)

der die Spin-Komponente parallel zum Impuls p⃗ beschreibt. Helizi-
tät ist bedeutsam, weil der Spin zur Drehimpulserhaltung beiträgt.
20 [H,Σ⃗] beinhaltet Ausdrücke wie [γ0γiP i, Σj]. Gleichung D.31 folgt daher

aus

[γ0γi,Σj] = [(
σi

σi
) , (

σj
σj

)] = (
[σi,σj]

[σi,σj]
) = 2iεijk (

σk
σk

) = 2iεijkγ
0γk
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D.6 Chiralitätserhaltung an Vertizes mit Vektorströmen

Chiralität (= Händigkeit) Es wird eine Matrix γ5 definiert als (in
Pauli-Dirac-Darstellung)

γ5 = ( 1
1

) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
, (γ5)2 = 1 (D.36)

Daraus werden zwei Chiralitäts - Projektionsoperatoren definiert,

PL =
1

2
(1 − γ5) und PR = 1

2
(1 + γ5)

Aufgabe D.2: Zeigen Sie, dass PL und PR orthogo-
nale Zustände eines Spinors selektieren, d.h. dass

PL (PR u) = 0, PL(PL u) = PL u (D.37)

Nach Anwendung auf beliebige Spinoren entstehen

linkshändiges Teilchen: uL = PL u (D.38)
rechtshändiges Teilchen: uR = PR u (D.39)

Damit gilt auch

u = uL + uR (D.40)

Insgesamt beschreibt damit der Spinor zum Beispiel eines Elek-
trons vier fundamentale Zustände,

e−L, e
−
R, e

+
L, e

+
R, (D.41)

DieWahrscheinlichkeit, bei einen rechtshändigen Zustand
den Spin parallel zum Impuls zu messen, ist gleich der Ge-
schwindigkeit β.

λ = −1
2 λ = +1

2

linkshändig eL β 1 − β
rechtshändig eR 1 − β β

Damit sind im ultrarelativistischen Grenzfall, E ≫ m, E ≈ p, Teil-
chen mit positiver Helizität nahezu rechtshändig und Teilchen mit
negativer Helizität nahezu linkshändig. Dies ist aber falsch bei klei-
neren Geschwindigkeiten.

D.6 Chiralitätserhaltung an Verti-
zes mit Vektorströmen

Chiralität (oder Händigkeit) spielt eine große Rolle, weil sie für
Vektorströme an jedem Vertex eines Feynman-Diagrams erhalten
bleibt.
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D.6 Chiralitätserhaltung an Vertizes mit Vektorströmen

Aufgabe D.3: Zeigen Sie, dass der Strom

jµ = u†γ0γµu (D.42)

mit der Dichte ρ = j0 die Kontinuitätgleichung erfüllt:

∂µj
µ = ∂tρ +∇j⃗ = 0 (D.43)

Aufgabe D.4: Zeigen Sie, dass u†
Lγ

0γµuR = 0 ist, und
dass daher auch

u†γ0γµu = (uL)†γ0γµuL + (uR)†γ0γµuR (D.44)

Es treten daher also bei γµ Kopplungen wie in den Eichtheorien
keine Übergänge von uL↔ uR auf.
Da der Strom insgesamt erhalten bleibt und keine gemischten

Terme uR → uL auftreten bedeutet dies, dass ein in einen Prozess
einlaufendes linkshändiges Teilchen auch linkshändig die Reakti-
on verlässt, und ebenso für ein rechtshändiges Teilchen. Dies stellt
eine wichtige Einschränkung für die erlaubten Helizitäts- Kombi-
nationen in Prozessen dar. In der QCD und der schwachen Wech-
selwirkung gilt dies ebenso wie in der QED. Da die Chiralität für
ultrarelativistische Teilchen auch die Helizität und damit den Spin
festlegt, folgen hieraus bereits Grundeigenschaften der Wirkungs-
querschnitte.
Zu beachten ist, dass bei Higgs-Wechselwirkungen keine γµ Kopp-

lungen auftreten.
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D.6 Chiralitätserhaltung an Vertizes mit Vektorströmen

Jahr Name Begründung
2013 F.Englert, P. Higgs Higgs-Mechanismus
2008 Y. Nambu, Spontane Symmetrie-Brechung

M. Kobayashi, T. Masukawa 6 Quarks, CKM-Matrix
2004 D. Gross, D. Politzer, Asymptotische Freiheit

F. Wilczek in der QCD
2002 R. Davis, M. Koshiba Neutrino-Oszillationen
1999 G. t’Hooft, M. Veltman Elektroschwache Wechselwirkung
1995 M.L. Perl, F. Reines Entdeckung des τ -Neutrinos
1992 G. Charpak Vieldraht-Proportionalkammer
1990 J.I. Friedmann, H.W.Kendall, Entdeckung der Quarks in der

R. Taylor Elektronstreuung an Protonen
1988 L.Ledermann, M. Schwartz, Entdeckung des µ-Neutrinos

J. Steinberger
1984 C. Rubbia, W/Z Entdeckung und

S. van der Meer stochastische p-Kühlung
1980 J. Cronin, V. Fitch CP-Verletzung im K0-Zerfall
1979 S.Glashow, A.Salam, Elektroschwache Wechselwirkung

S.Weinberg
1976 B. Richter, S. Ting J/Ψ Entdeckung (c-Quark)
1969 M. Gell-Mann Quark-Modell der Hadronen
1965 R. Feynman, J. Schwinger, Quantenelektrodynamik

S. Tomonaga
1963 E.P. Wigner Symmetrien in der Teilchenphy-

sik
1961 R. Hofstadter Struktur der Nukleonen
1960 D. A. Glaser Erfindung der Blasenkammer
1959 E. Segre, O. Chamberlain Entdeckung des Antiprotons
1958 P. Tscherenkov, I. Frank, Tscherenkov-Effekt

I. Tamm
1957 C.N. Yang, T.-D. Lee Paritätsverletzung in der schwa-

chen Wechselwirkung
1951 J. Cockroft, E. Walton Beschleuniger
1950 C. Powell Photographische Methode zur

Entdeckung der Mesonen
1949 H. Yukawa Kernkraft und Vorhersage der

Mesonen (Pionen)
1948 P.S.M. Blackett Nebelkammer, Teilchen in der

kosmischen Strahlung
1936 V.F.Hess, kosmische Strahlung und

C.D.Anderson Entdeckung des Positrons
1935 J. Chadwick Entdeckung des Neutrons
1933 E. Schrödinger, P. Dirac Quantenmechanik
1927 A. Compton, C. Wilson Compton-Effekt, Nebelkammer

Tabelle D.1 Nobelpreise für Themen der Teilchenphysik
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